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SUR LES 


FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 


DE TROISIÈME ESPÈCE, 


Par M. P. APPELL, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES. 


J'ai indiqué précédemment (Annales de l’École Normale, 3° serie, 
t. Let II) une méthode de décomposition des fonctions doublement 
périodiques de troisième espèce en éléments simples. L'élément de 
cette décomposition est la fonction 


n: +® 
Hanyi 


Te T - 
Le y ———  — pa(n—t) » -— > LE , ! 
/u(2,Y) ak > eK “9 co (4 y —2ntK), 


et la formule de décomposition est la suivante. Soit F(s) une fonction 
doublement périodique de troisieme espèce vérifiant les deux rela- 
tions 


mest 


F(s+2K)=—F(s), F(s+2iK))=e À F(s), 


où m désigne un entier positif ou négatif différent de zéro. Supposons 
que cette fonction F(z) admette, dans un parallélogramme des périodes, 
Ann. de l’Ée. Normale. 3° Série. Tome LI. — Janvier 1886. 2 


10 P. APPELL. 
les pôles simples a, b, ..., l'avec les résidus respectifs A, B, ..., L. 
Alors, si l’entier m est négatif, m——u,ona 

F(3) = A yu(s, à) + Byy(s, b) +... + Lyu(3, 4); 
et, si m est positif 


F(3) =—-Ayn(a,3) —Byn(b,3)—...—Lyn(b 53) +G(3), 


où G(z) désigne une fonction entiere vérifiant les mêmes relations 
que F(z), à savoir 


— mMT:i 


G(s+2K)—G(s), G(s+2tK') =e N G(s). 


Si certains pôles étaient multiples, par exemple si le pôle a était 
d'ordre x, la première formule de décomposition (m < 0) contiendrait 
linéairement les fonctions 


Xu(3, 4), Dayy(s,@), ..., DEty(s, a), 
et la seconde (m > o), les fonctions 
/m(a; 3), D, /m(a, 5), ...7 D2-' Ym(a; 5). 


Je me propose de donner quelques exemples simples de la formule 
de décomposition dans l’un et l’autre cas, en m’attachant principale- 
ment à montrer comment, dans le deuxième cas (m > 0), on peut dé- 
terminer la partie entière G(z). 


1. Je vais appliquer tout d’abord la formule de décomposition en 
éléments simples aux six fonctions 


I I I 
H(s)H,(s)’ 8(3)8,(3)’ II(:)6,(:)° 
I { I 


H,(:)8(:) H(:)8(:) My(s) (5) 


qui n'ont pas été développées par M. Biehler dans sa Thèse. Les déve- 
loppements des fonctions 
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ont été donnés par M. Hermite et se trouvent reproduits dans mon 
second Mémoire (Annales de l'Ecole Normale, 3° serie. t. II, p. 18). 
Soit 
I 


(3) = WES) Tics)’ 








cette fonction vérifie les deux relations 


¢(s-+ 2K) = 9(s), 
Rif ig, OK 
o(s+a8K') ek ‘ 2) o(2). 


Si donc on fait, pour un moment, 


et 
a(x — eK’ + 3) — D(r), 


cette fonction ® vérifie les deux équations 
2Kri 
D(r+2K)=D(r), O(r+aiK'’)=e À D(r): 
de plus, elle admet, dans un parallélogramme des périodes, les deux 


pôles simples 
K 


a —ik’—*, b— iK'+ — 
2 2 


avec les résidus respectifs 
où 
ñ = H,(0), = H'(o). 


On a donc, d’après la formule de décomposition, 
D(r) — _. (x. a) — (x, b) 
nn nner” 


. . : ur HN 
Par suite, en revenant à la variable z par la formule x = 3 + 1K°— — 
et remplaçant a et b par leurs valeurs 


n't ef ag Kg, K ww. Koy K 
H(s) H,(= = pis + 9 RI >) (5 +R Sn + 3 





sr” 
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c’est-à-dire 


RT _—_ an „an? LUN K'\__ Tee K ! 
Ÿ 1)" q ErT aniK') col. + (3 K — 221K’) 


La seconde cotangente est égale a 


_ lang (3— 2niK’); 


on a doncenfin, en réduisant, 


(1) aH = RD NP 
Hi, Tw) 
ne 2niK’) 


Soit maintenant 
(3) = — ; 
AT 8(:)6,(5)’ 


cette fonction satisfait aux mêmes relations fondamentales que 9; si 
done on prend comme nouvelle variable la variable x liée à 5 par 


a, K 
l'équation x = 3 + 1K’— —et si l'on pose 


Pi (« — UK’ + 2) = @,(.r), 


cette fonction P, (a ) vérifie les mêmes relations que Ÿ. De plus, cette 
fonction P,(a) admet, dans un parallélogramme des périodes, les deux 


poles d'affixes 
K K 
2 


. ° ’ ° Ü 2 
avec des résidus égaux tous deux à a On a donc 
Lt 


O(c) = at 1 za( +) + (2 — -)|. 


ou, en revenant à la variable z, 
9 


nn - 2/7 l- wı__R K ff... sur K 
A(z) 8, ( 5 = Walz ek a à Jr aa + in Eier 
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ce qui donne 


Nt, 


1 — me 2, _ 2n(n—1) 
Be = KV) D (—1)"g 


” 


rs an —1)ik'1 — Te _(an—1)ik" | 
cot [= (2n—1)ih’] tang + [> (an 1)EK’] 





ou, en réduisant par la formule + (cotxz — tanga) = cot2a, 


nn _ BE _ n 2 us ~_{ _ à ai 
(2) oo = KD, 1)"q cote [3 (an —1)iK"|. 


On peut arriver plus rapidement à cette formule (2) en remarquant 
que si l’on fait, pour un instant, 


K=2K, qg=vm 


la fonction Ÿ,(x) vérifie les deux relations 
Tr ri 


®, (c+ 2K,)=—@,(2), ®, (2+ 2iK’) =e @, (2) 


et admet, dans le parallélogramme des périodes 2K, et 22K’, un seul 
pôle simple 
L = — K, 


. In 
» gv 
de résidu ‘a. On a donc 
À 


y' 


Yı m a 7 ur - 
88, = Van — Ki) = Vg als + EK’ — Ki — Ky), 


la fonction 7, étant formée avec les périodes aK, et 27k’, 


n= . 
'—+ oe ne 


1(2, à) = TT Ÿ e Rr gran co — (x — a —antK'); 
° 2K, 


2K, 
a=—@ 
en remplaçant a par — K, et z par s +7K’— K,, on retrouve la for- 
mule (2). | 
Passons maintenant aux deux fonctions 


I L 
H(3)6,(2) H:(:)8(2) 
En posant | 
Ti 


EL OI) 
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on à 


22 (s +) 
f(s+2K)=f(s), (5 +aiK) et ? 7/5); 
si donc l’on fait 
Ry Main, Sehr), 


cette fonction f, (x) vérifiera les deux relations 


2H vi 


fie +2K)=fı(e), fitx+aikK')=e * fix), 


et admettra, dans un parallelogramme des périodes 2K et 27K’, les 
deux pôles simples 








K_ iK K ik 
L=—— +; r= - — — 
2 2 2 2 
avec les résidus 
I q 
no,’ n'6, 
en posant 
4, = 8, (0) 
Donc 
| I — K + :K gq. K —- ck’ 
fle) = ape 7 ) le > ’ 
Revenant à la variable s par la formule * 
K  iK’ 
ES —— + — 
2 2 
ona 
na _ (KR, KH, OE (SOK K K = 1K) 
0, Ze 2 2 2 FO RAT; 2° 4 


Les deux fonctions 7, qui figurent dans cette formule sont 


K ik’ —K-+ 7K’ T , TS vee 
le Dr run (sank) 


3 2 2 








/ K ch’ K —:K' T hn tnt_3n a to wy 
12-5 + a a =x OD qi cot- ¢ [s—K—(2r—1)iK'), 


D |’ , > . ba LE GT : ee sait N 
ans l'expression ci-dessus de Lo; on pourra faire disparaitre les 
I 
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exponentielles qui multiplient ces deux fonctions y, en appliquant 
l'identité 


. I . 
eticota = —— + ie, 
sin x 
dans laquelle on fait successivement 
T 
= — (3—2niK' 
aK | ), 


TR . 
= — [>— K — (ar —1) ek’). 

Kl ( )eK'} 

Chaque terme de la série se transforme ainsi en une cosécante aug- 
mentée d’une exponentielle; dans la somme, la partie provenant de 
l’exponentielle est 


Ts 


e 2k De 1)? (grrtın + getdn+! ), 


c'est-à-dire serv, puisque les termes qui correspondent à des valeurs 
de n, dont la somme est 1, sont égaux et de signes contraires; il ne 
subsiste done que la série des cosécantes, et l’on a 


‘2n—1)1 


7 gt" } 2 
8) = RD ——© — | 
1 sin (3 — 2niK') cos-g [3 — (ar —1) eh] 


Si, dans cette formule, on change sen s + K, on obtient immédiate. 
ment le developpement de 


I 
° I{,(s) O(s)’ 
ona ainsi 


en — It 
gr’ a? 
(4) Wh = | ~~ __- | 
H,6 cos (s—aniK’) sin [s— @r—niK1| 


Dans ce qui précède, pour obtenir une fonction f(z) admettant la 
période 2K, nous avons dû multiplier 








H(3)6,(:) 
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msi | . 
par l’exponentielle e ?® que nous avons de nouveau fait disparaitre 


pour arriver à la formule (3). On peut, dans tous les exemples ana- 
logues, éviter cette double transformation de la façon suivante. 
Soit une fonction ¥(s) qui vérifie deux équations de la forme 


msi 


F(s+aK)=—4(s), F(s+aiK’) =e * #(z), 
où zn est un entier différent de zéro. Considérons la fonction 


n=+e Untai 





T- : I 
wy (2, @) = — yy e Ko gel! _ 


2K . 7 ey 
n= -@ sin g (@— a — 2nth’) 
qui, pour le cas dev. =1, a déjà été employée par M. Hermite (') et 
dont j’ai indiqué précédemment (?) la liaison avec la fonction 7,. Sila 
fonction #(3) admet dans un parallélogramme des périodes les pôles 
simples a, b, ..., / avec les résidus A, B, ..., L, et si l'entier m est 
négatif, m = — y, on pourra l'écrire 
F(3) = Awy(s — (K’, a — iK') 
+ Boy(s— eK’, 6— cK’) +...+ Lou(s — iK', 2 — cK’), 


Pour démontrer cette nouvelle formule de décomposition, il suffit de 
vérifier, comme on l’a fait dans mon premier Mémoire (*) pour une 
question analogue, que la fonction de x 


Fz)au(s— iK,2— iK') 


admet les périodes 2K et 27K’. Alors, comme cette fonction de x a pour 
pôles, dans un parallélogramme élémentaire, les points 


r= 3, LA, LI = b, wey zal", 


avec les résidus 


— #3), Aw,(s—iK',a—iK'), Boy(s—iK’, b—/¢K’), 


en écrivant que la somme de ces résidus est nulle, on obtient iminédia- 
tement la formule à démontrer. 


(1) Voir Collectanca mathematica in memoriam Dominici Chelini, p. 4.- 
(2) Annales de l'Ecole Normale, 3° série, t. Il, p. 33. 
(3) Zbid., t. 1, p. 151, n° 8. 
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Soit, par exemple, 
I 


a 
Hi (: — iK'+ 3) 8, (: ik’ + 2) 


cette fonction vérifie les deux relations | 


2H si 


F(5+2K)=— (3), F(s+aiK')=e À (5); 


elle admet, dans un parallélogramme élémentaire, les deux pôles 


simples 
a= th'— K »—* 
2 2 
avec les résidus 
I iVq 
A — =: — 
9 B nd, 
Donc 
21. — I -_ cr _K\ Vg, fo mr K ope 
(= mal: iK', )+ on (< iK ix’) 
ar, K . 
Changeant sen z +7K’— =; on obtient 
"9 ff. K  K\ .- (. K K_ 4, 
Woes = (55 - 7) +iVio(s- >) a K’), 


ce qui, d’après l’expression de w,(3, a), est la formule (3). 
Soit enfin 
I 
¥(3) = Fs) O(a) 


Cette fonction 4 vérifie les deux relations 


.ıTi - 
—— (s+iK, 


b(3+2K)=——Vv(s), b(s+2iK’)=e* ds). 
Si done on prend pour nouvelle variable 
3+ iK'=.2, 

et si l’on fait 


y( 3) = (2), 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Jaxvien 1886. 
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on aura 
2K 2! 


di(a + 2K) =— (2), Ui(a-+aiK') =e kt Wer). 
Comme cette fonction Ÿ, (x) admet les deux pôles simples 


a=iK, b=aik’, 
avec les résidus 
| 
A= — 
19° nd 


où 9 = 0 (0), on aura 


b,(.7) = Aw,(2 — iK',a —iK') + Ba, (.u —th',b—th’), 


c’est-à-dire en revenant à la variable 3 par la formule x = s+ Kk’ et 
remplaçant a, b, A et B par leurs valeurs 


N’ __, (3,0) — Vyw(5,iK') 
(5) @(s) 2877 O72 VE D 
e’est-a-dire 
12a - 1° 
(5) Dee >) mere gn _ hf, 
He On nn 


sin (3 — 2niK) sing [5 (ar er | 


d'où l’on conclut immédiatement, en changeant sen s+K. 


(Qa —11% 


, nd CL — 1 4. 
(6) 1,8 ' LES). .n-: > 


K s—a2ntkh’) cos [5 — (2r—niK]| 














Telles sont les six formules que nous voulions obtenir. Comme l'on a 


v 


2K 
— 7’ = 7,99), 
T 


on peut les écrire de la façon suivante, en désignant par u un entier 
qui prend toutes les valeurs paires de — » à +o et par v un entier 
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qui prend toutes les valeurs énpaires de — x à +x: 


us 


Wi Sn 
sin = (3 + pik’) 

n° 65, N 5 

68, =a à q? cote (5 + vik’), 


ys 


n90? | _— u vg! 
Ne, sin (5 um cos. (3 +viK’) 


à » 
n09? wg? 1? 
H,e — = T nr | 


— (3 ! aK 5 ! 
| cos (5 + pi) sin = T (s+ + vik’) 
PO _ y 
H8 


ps " 
2 T 
q i FY, 
sin (+ pik’) sin (5 + vik’) 








pt. “ 
oe SY a 7 
H, 8, cos (3 + ptK’) cos (3 + viK’) 


2. Pour faire une autre application de la formule de décomposition, 
considérons la fonction (') 


mae H'(o) H(s—a,) H(s—a,)...H(s—a,)H(s+s—a—mK) 
H(s—a) H(a—a,)H(«—a,)... H(a—a,,)H(s—mK) ' 


bm (s,a) =e 


où m désigne un entier positif, @,, a, ..., a, des constantes et s la 


somme 
§='A,;+ A+. . + Am. 


Cette fonction, considérée comme fonction de a, vérifie les deux rela- 
lions 
Un(s,a+ 2K) =—4,,(5, a), 
mT Xt 
Vin (s,%+ 20K’) =e K Un (3 a); 


(!) Voir Annales de l'École Normale, 3° série, t. I, p. 141. 
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de plus, elle admet, dans un parallétogramme des périodes, les pôles 


simples 
X — 8, X — Aj, Ads, ..., A = An 


+ 


avec les résidus 
— 1, G,(s), (3), ..., Gm(2), 
où l’on appelle G,(s) la fonction entière de s, 


TU H (2 — a). ..H (3— ay_,) H(s— ayy) anaes H(s—a,,) H(s+s—a,— mK) 


Gy(s) =e 38 Se 
H (a,—a,)... H(a,— a,_,) H (ay— a,,ı) --- H(ay—a,,) H(s— m KR) 


On a donc, d'après la formule de décomposition appliquée a Ÿ,(5,%) 
considérée coinme fonction de «, 


(9) Vn (3. %) = — Ym (4%, 3) + Gy( 5) Zin (OG) 
+ (ig (5) ns a) +... + Gin (5) Ln (Am): 
On retrouverait cette mème formule en decomposant la fonction },,(5, x) 
considérée comme fonction de s en un élément simple — 7,,(@, 5) eten 
une partie entière en >. 
En supposant, par exemple, mn =ı et écrivant a au lieu de a,, la 


formule précédente donne 
nis ai H’(o) H(z—a)H(s+a—a—K) 
_ _ ze NN Ed ENE TA e 
(5,0) =e H(s— x) ll(a—a)thK(a — K) 


TT H(s—K) 
l(a —K)*' 








= —Xı(%, s) +e (a, a). 


Voici une conséquence intéressante de cette relation. Faisons-y 
x=3+a+k; 


_ alors le premier membre s’annule, et il reste une équation qui peut 
s'écrire 
Tai nsi 


ER H,(a)yı(s+a+K,:s)=e’tIHı(s)y(a+zs+K;aR), 


ou encore 


Tıri Tsi 
e?® H,(a)w(z,a)-=-e?# H,(s) w(a, 5), 


en posant 
w(z,a)=71(5+@+K, s), 
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formule qui donne la permutation de l'argument et du paramètre dans 
la fonction &(z, a). Cette formule est, à la différence des notations 
pres, identique à celle que M. Hermite a établie, dans les Collectanea 
mathematica, et qu'il écrit 


+» ni Tr 
P(x, 4) =.) (—1)"g''e K 


H(5) 2 tang (so — 2niK’) 


On obtiendrait une formule analogue relative à la fonction y„ en fai- 
sant, dans l'équation (7), 

a=s+s—mk 
et remarquant qu’alors le premier membre Ÿ,,(:, x) devient nul iden- 
tiquement. 


3. Les applications qui précèdent sont relatives à des fonctions de 
troisième espèce qui, mises sous la forme du quotient de deux produits 
de fonctions 9, contiennent plus de fonctions Q au dénominateur qu’au 


numerateur. 
invisageons maintenant une fonction uniforme F(s) vérifiant les 


deux relations 


MTSi 


F(z+2K)=F(a), F(s+aiK’)=e 8 F(s), 


où m est un entier positif. Alors, en supposant que cette fonction n'ait 
que des pôles à distance finie, on pourra la mettre sous la forme d’un 
quotient de produits de fonctions 6, dans lequel il y aura m fonctions 6 
de plus au numerateur qu’au dénominateur. Si l’on appelle 


ab, ..., L 
les pôles de cette fonction dans un parallélogramme élémentaire, ces 
pôles étant supposés simples, et 

A, B, ... L 


les résidus correspondants, on pourra éerire la fonction F(z) de la 
façon suivante 


F(3)=—Ay,(a,5)—Bym(b, 3) —...— Lyn(l 3) + G( 5), 
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où G(s) désigne une fonction entière de 3. Comme chaque fonction, 
telle que y„(a, 3), vérifie les mêmes relations que F(z), à savoir 


mTRzi 
Ym(a, 3 + 2K) — Xm (a, 3), Xm(a, s+ 2tK’) =e & Ym (a, 3), 
la fonction entière G(s) devra vérifier ces mêmes relations 
_mTnsi 
G(s+2K)=G(z), G(s+atK')=e * G(s). 
Cette fonction G(z) pourra done, comme il est bien connu, s'exprimer 


d’une façon linéaire et homogene au moyen de m fonctions particu- 
lières vérifiant les mêmes relations. 


Voici une première méthode pour déterminer cette partie entière 
G(s). Reprenons la fonction appelée U,,(s,~), 


mnie Hl) H(s+s—a— mK) — -H(s — ay) —a ) 
D (soie Kö Nm) Bees eA . 


dans laquelle a,, a,, ..., a, désignent des constantes et s la somme 
a +4,+...+ a,„. Cette fonction, considérée comme fonction de a, 
admet dans un parallélogramme élémentaire les pôles 


aA—S, aa, 4 — Aa, ey ‚2 Ans 


appelons, comme plus haut, 


Gi(z), G, (3), vey Gin (3) 


les résidus de cette fonction relatifs aux pôles a,, a,,..., a, résidus 
qui sont des fonctions entières de 3. 


La fonction considérée F(z) pourra alors s’ecrire ainsi 


F(s)=Adm(5, @) + Bbn(s, 6) +... + Lm (4, 2) 
+ F(a,) G, (3) + F (a;) (7, (3) eee F(a) Gu(3). 


Cette formule a été établie dans mon premier Mémoire ('); elle s’ob- 
tient en remarquant que la fonction de «, 


F(a) bn(s, &), 


(1) Annales de l'École Normale, 3° série, t. I, p. 141 et suiv. 
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est doublement périodique et, en écrivant que la somme deses résidus re- 
latifs aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. 
Nous venons de voir (p. 20) que l’on a 


bin (s, a) = — Zn (a, 3) + G, (3) xm (a, &;) + G, (3) VAT (a, as) ++ Gin (3) An (a, Am). | 
Un (3, b) —— Xm (6, 3) + (1, (3) Xm (6, aı) + G, (2) An (b, a;) ++ Gn (3) Xm (b, An) ù 


0 0 0000 «4 


Vn (3, l) = Am (4, 3) + G, (z) Lm (4, a;) + G, (5) Am (l, a;) +. + Gin (3) Xm (, An); 


donc, en remplaçant dans l'expression de F(z) les fonctions ,,(s, a), 
Yn(3, 0), «++, LC 2) par leurs valeurs ci-dessus, on a 


(8) F(3)=—Ayn(a,3)—B7,(b,35) —...—Lym(l,3) + G(s), 
où la partie entière G(s) est donnée par la formule 

G(s) =), G,(s) + 2, G(35) +... + Am Gm(3); 
le coefficient constant à, ayant pour valeur 


= F(a,) + À Zm(@, ay) + Bym(9, ay) + L 4m, a,) 


(V=1,2,...,m). 


Telle est donc l’expression de la partie entière cherchée; il est à remar- 
quer que cette partie entière G(z) ne doit dépendre en aucune façon 
des constantes @,, Qj, ..., Am qui figurent dans son expression. On: 
pourra, dans chaque exemple particulier, choisir les valeurs de ces 
constantes, de façon à simplifier le plus possible la forme de G(z). 

J'ai écrit les formules précédentes en supposant les constantes a,, 
Ass... Am différentes à des multiples des périodes pres; si plusieurs 
de ces constantes devenaient égales à des multiples des périodes près, 
ces formules subiraient des modifications faciles à apercevoir d’après la 
facon même dont elles ont été établies. 

La méthode que je viens de donner pour déterminer la partie en- 
tiere G(z) revient à la méthode des coefficients indéterminés. En effet, 
soit 

F(32)=— Aym(a, 3) -- By», (8, 5)—...— Lem (, 3) + G(s), 


où G(s) est encore inconnue. Comme cette fonction entière vérifie les 
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relations 


msi 


G(s+2K)=G(s), G(s+aiK’)=e À G(s), 





elle est une fonction linéaire 4 coefficients constants de m fonctions 
particulières vérifiant ces mêmes relations, par exemple des fonctions 
particulières appelées ci-dessus 


G; (3), G:(5), ... Gn(3), 
et l’on aura 
G(s) =A, Gi(3) + A, Gas) +... + 9 Gan (5), 


où il ne reste plus qu’à déterminer les coefficients constants, , Ao, +.» Am- 

Pour cela, faisons dans la formule de décomposition s = a, et remar- 
quons que, d'après leurs expressions, toutes les fonctions G,(z), 
G,(z),..., G„(2) sannulent pour z= a,, excepté G,(z) qui devient 
égale à l’unité; la fonction G(a,) sera donc égale à A,, et nous aurons 


F(a,)=— A Xm (a, ay) —Bym( 5, ay) —...—Lim(t, av) + dvs 


equation qui donne pour A, la valeur déja écrite plus haut. 


4. Soit, par exemple, à décomposer la fonction 


celte fonction vérifie les deux relations 


it ur 


F(z+2K)=F(3), F(s+2iK')=e F(>:); 


si donc on fait Ä 
3+K+cK'=t 
et 
F(z) =F;(t), 
on aura une fonction F, (2) vérifiant les deux relations 


Tht 
F\(¢+2K)=F,(¢), F,(é+aéK’)=e * F,(¢), 
et admettant, dans un parallélogramme des périodes, le seul pôle : = K 


avec le résidu 
e ° — Ü 62 
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Comme ici l’entier désigné par m est égal à l’unité, on aura immé- 
diatement 


4 63 7 . ‘ 
F,(¢) = gi a(R, 1) + G(E), 


aa 
vq 
G(z) étant une fonction entière telle que 


Th 


G(¢+2K)=G(t), Glt+aiK)=e * (2); 


cette fonction G(t) est donc de la forme 


Rh 


G(¢) = Aet* Hi (2), 


où à est une constante qui reste à déterminer. 
Revenant à la variable z par la formule 


=s+h+K, 
ona 
H?(s) ot 9° 


Bi) ya 





4i(K, 5+ K + iK’) — 0). fa @(s). 


On déterminera à en faisant z =o; on obtient 


i 


_ 2 
vg = Tr Truck, K+ 2K’); 
q 


donc 
-n' H?(z ag 
NG Bet = PK, 5+ KHK (K, K+ EK’), 





Telle est la formule cherchée. Comparons-laa celle que donne M. Biehler 
a la page 2a de sa These. Pour cela, remplacons la fonction y, par son 
expression 


ATS 


- > un LE no K pnt ant À r- À cp 
¥,(K, 5s + K + cK’) = OX 1)"e q cot [3+ (an + i)eK’], 


la somme étant étendue à toutes les valeurs entières de n, de — x 
à +». En partant de l’identite 


it un 
ork (Frans Dek J 





—— —_——j 


cot. [3 + (an+1)iK'] = — 1+ — 
2K . T ui 
sin lst (ae +1)iK] 


Ann. de Ec. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Janvier 1886. 4 
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on trouve immédiatement 
+ (K, 3 KY) = wi eis) 4 Bhtg7( 
4i(K, 3+ K + 7K ) = ak 25) + Haig (=) 
en posant 


(an+ 


Ts dn+tınzi q & 
(TE) =i ite RR —__.. 
4 aK, ( ) 


ar SE 
sin =e [s+ (an +ı)/K] 
Faisant 2 = 0, on aura 
. . TKI _ kt Te y-, 
(KR K+ (K’) = 9+ g VqZ(0). 


Si l’on porte ces expressions de y,(K,z+K-riK’) et de y,(K, K +2K’) 
dans la formule de décomposition, et si l’on remarque que 





2K »’ 
gehn 
ıl vient 
(8) 9 nh) — 7(0) @(s)—4Z a 
|  8(:) | 2K 


(3) 
8(:) 
M. Biehler, d'apres M. Hermite ('); il suffira de poser avec M. Biehler 


Cette formule permet de retrouver l'expression de 9,7 donnée par 


et de développer la fonction paire Z(x) suivant les cosinus des mul- 
tiples de x. On retrouve ainsi le développement que M. Hermite appelle 
7.(x), développement qui n’est valable que dans une certaine bande 
du plan. On vérifie aisément que l’on a 


Tsk 
2h 


ly (TRS - > ; ney 
>K (x) = hae o,(K, 3+ K + 7K’). 


Si l’on change, dans la formule (8) qui vient d’être établie, sen 


—-— —- = == — men ee ee ee —— — ee ee 
_— — oe ee 


(!) Journal de Mathematiques pures et appliquees, . VI, p. 3 et 4; 1862. 
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z2+4K’, on obtient la nouvelle formule 


= atest n° 
Te = Z(o) H(s) +9) (—1Y"e K.___ I. 
~ sin (s+antk’) 


Pe 





La série qui est multipliée par 0 dans le second membre définit une 


> . Ts , se D . . 
fonction U (zx) dont le développement en série trigonumétrique est 


identique à celui que M. Biehler désigne par U(æ) (Thèse, p. 22). On 
voit que l’on a 


Te Rs . - 
ak U(T) = — wı(K, 3 +). 
L'application de la même méthode aux fonctions de la forme 


H(:)8,(5) H,(3) 

85) 
qui contiennent au numérateur le produit de trois fonctions 8 diffé- 
rentes et au dénominateur la quatrième fonction 0, fournit les dévelop- 
pements de ces fonctions tels qu'ils sont donnés par M. Biehler (Thèse, 
p.28). Pour ces fonctions, la formule de décomposition en éléments 
simples se présente d’une façon tres commode, car la partie entière est 
nulle. C’est ce qui résulte immédiatement des formules que j'ai don- 
nées dans un précédent Mémoire (Annales de l'Ecole Normale, 3° série, 

t. II, p. 29). 

Mais, si l’on suppose que deux des trois fonctions 8 du numerateur 
deviennent égales, c’est-à-dire si l’on considère l’une des vingt-quatre 


fonctions de la forme 
07 (5) H, (3) 
H( 3) 


2 


la formule de décomposition en éléments simples donne un résultat 
d’une forme qui est différente de celle trouvée par M. Biehler. 
Soit, en effet, 


-\ — 8?:(:)H,(>), 
F(s)= H(z) , 
cette fonction vérifie les relations fondamentales 
- aim s+ik’ K 
P(s+ 2K) =F(s), F(s+a2iK’)—e * ( +3) pes) 
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si donc on pose 
_ K . 
stiK+- — =, F(s)= f(4), 


la fonction /(¢) vérifie les relations 


27 li 
f(t+2K)=f(t), f(t+aik’)=e * f(t) 
et admet, dans un parallélogramme élémentaire, le pôle 
t=iK'-+ K 
2 
oy Din 
avec le résidu rr Ona donc | 
7 a, K 
f(g =—- A a (ak +» t) + gt), 
N 2 
où g(¢) est une fonction entière vérifiant les mémes relations que /(¢). 


Revenant à la variable 3 par la formule 


var K 
t=5+iK'+ 3 


et posant 
g(8)= G(s), 
on à 


gr 
F(3) = — a+ à, 3 + iK'+ >) + (r(3), 


où la fonction entière G(s) vérifie les mêmes relations que F(=) 
G(s+2K)=G(s), G(s+aik’)= ee TEs, 
Comme les deux fonctions entières 
8(3)8,(5), H(s) Hi(s) 
vérifient ces mémes relations et sont linéairement indépendantes, la 
fonction G(s), d'après un théorème connu, sera de la forme 
G(s) =A0(3)0,(5) + BH(s) Hy(s). 
A et B étant des constantes qui se déterminent comme il suit. Dans la 
formule trouvée 


855) Hi(s) __ An for OK pK) Lace. =) Ny (3 
oy gra t >?” + ik + a + A6(3)0,(5) + BH (s) 1, (5), 
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faisons successivement 3 = — K et s = — ıK’— K; nous aurons les 
deux équations 
FH K .., K 
on 114, ns + ih) + AG 
N 2 2 
9 K K iB 
0 — — 17. ALS +) + 50, 
a 22 vg 


qui donnent A et B. 11 suffit d'écrire la serie qui définit 


Ko. K 
(ih +? uK’ — :) 


pour voir que les termes de cette série sont deux à deux égaux et de 
signes contraires et que, par suite, le coefficient A est nul. Remplaçant 
alors A paro et B par la valeur que nous venons de trouver, nous 
aurons 


"9 0: H, 
in NM 





— ya (ER + x, 3 +1K'+ ) — iV a EK! + +4, -*) HH. 


qui est la formule de décomposition cherchée. 
Pour la comparer à la formule de M. Biehler (Thèse, p. 37 et 38), 
remplacons la fonction 7, par son expression 


+= 


- 2nK st 
ys (dK! + ee ee jede u gr cote (3 + aniK’), 


(ih + KA’ + 


Substituant ces séries dans la formule trouvée et remarquant que 


d'où 











2h 


>K EI 1)" qn’ - -in tang — ( an- -1)the 


2K 
— 7 =. 
T 


ıl vient enfin 


Kg cole (3+ 2an0K’) 


2n—1'? 


HAN noe a CA D rK'E 
— ig D (a lang —— — 
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La formule de M. Biehler (Thèse, p. 38) est 


4 OFH Z (0) , 
(10) 5 ir” = UR(,r) — Bee, Dir); 


cette formule est valable dans une certaine bande du plan. Si l’on 
développe en série trigonométrique la première fonction qui figure 
dans la formule (9), c'est-à-dire 

2K jf, K aw, , WK 

— (iR + -,5+iK' + .). 

Le 2 2 
développement qui se déduit de celui que j'ai donné dans les Annales 
de l’Ecole Normale | 5° série, t. II, p. 22, formule (8)|, en y remplaçant 


K . 
a par — et x par 5 + à on retrouve la fonction U®(x) de M. Biehler, 


dans laquelle x= ==. 
ak 


Pour comparer les deux seconds termes des deux formules, je re- 
marque d'abord que les deux fonctions appelées par M. Biehler F® (x) 
et F'(+) sont identiqués, et que l’on a 


QnkTse 


Fiz (x) — F'?’(.r) =) (- 1)" gure K > 





e T + e . 
en supposant toujours x = „2 D'autre part, on sait, et la méthode 


des coefficients indéterminés montre immédiatement que l’on a 


2nTsi 


@(2) ®,(s) = Ay) (— 1)" ge KA, F(x); 


si l’on remplace O(s) et O,(3) par leurs développements en série 
d’exponentielles et si l’on identifie les termes constants des deux 
membres, on trouve 
AY (- I) F(? (0). 
Done 
‘ 8(3)8,(3) = F®)(0) F(.r) 
el, pour s = 0, 


= [F2 (0)}, Fr) (1). 


(1) Foir un article de M. Hermite : Sur quelques formules relatives au module dans la 
theorie des fonctions elliptiques (Journ. de Mathem. pures et appliquées, t. 1X, p. 4; 186). 


. Namen _ 


SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 31 


Puis, dans la formule que nous venons de trouver 


2n KR 35! 


8(3)8,(:3)= F@(0) À (— ge RK, 





remplaçons 3 par 3 + ıK’; nous avons, après réduction, 


(Wath? (?n+hırzi 


H (2) Hi (2) = Fo) Ÿ (1) 9 te À 


Or la série du second membre définit une fonction que M. Biehler 
appelle 
B(x), 
comme on le voit en groupant ensemble les termes qui correspondent 
à des valeurs de (27 +1) égales et de signes contraires. Donc 


H(s) H,(s) = F®)(0) D) (7); 
comme 
FA (0) = Fi (0) = Vy 
on a enfin 
H(s) H,(s) _ O°) (0) 
59, _ F?(0) 








Et alors la comparaison des seconds termes des deux formules (9) 
et (to) donne 





2n— 1, , 
_— (an—ı)zKı 


ny (0) = S(—1N"g * tang — ako? 


ce qu'il est aisé de vérifier. 

En changeant, dans la formule (9), sen s + K, = +¢K’,s + K + 7K’, 
on en déduit trois autres formules dont la comparaison avec celles de 
la page 38 de la Thèse de M. Biehler donne la définition de la fonction 
Z®(x), dans tout le plan, à l’aide d’un élément simple 7,. Ayant ainsi 
établi les quatre formules d’un groupe, suivant l'expression de 
M. Bichler, on peut vérifier ou retrouver toutes les autres en se servant 
des relations linéaires qu'il y a entre les carrés de trois fonctions €. 


Ainsi la relation 
k' H*(3) + H2(3) =k 01(s) 
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donne 








et en multipliant les deux membres par une des trois fonctions, 
H,(3), @(5), ®,(2), 


on obtient des relations dont chacune exprime une des fonctions de 
M. Biehler en fonction d’une autre et d’une partie entière. 


5. La méthode de détermination de la partie entière que je viens de 
donner et d'appliquer à quelques-exemples est la méthode des coelli- 
cients indéterminés. En voici une autre qui permet d’établir la for- 
mule de décomposition et de déterminer en même temps la partie en- 
tiere. Cette méthode est celle qui a été employée par M. Hermite pour 
les fonctions de première et seconde espèce. 

Soit une fonction uniforme F(z) vérifiant les deux relations 


msi 


F(5+2K)=F(:), F(s+aiK’)=e K F(:) 


où vz est un entier positif. L'élément simple 4,,(æ, 3) envisagé comme 
fonction de x vérifie les deux relations 


Ym (X + 2K, 3) = Ym(T, 3) 





, I. = = ri +) (mi - 
dm(x+2tK’,s)=e Xm (2, 3) — oe I-+-e . 80 (3) 
ni Un —V) Tri 


= e FN  gy"(s), 


v=1 
dans la seconde desquelles tes fonctions entieres 
80 (3), 817 (5), le) 
sont définies par les séries 


. = eo . 
VA 21 7 + mn 3! 


gy" (s)=e CN e K gmnin-1)+znv, 
és 





nz 


V—O,1,2, ...,m—1 (!). 


(1) Voir Annales de l’École Normale, 3° série, 1. I, p. 138 et 147. 
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Prenons un parallélogramme des périodes PQRS dont les sommets 
ont pour affixes 


los &+2K, t+2K+2iK', + 2iK', 


i, désignant une constante; et supposons que, dans ce parallélogramme, 
la fonction F(z) n’ait que des pôles simples 


a, 6, ..., [| 
de résidus 
A, DB, ..., L; 


st nous Supposons le point 3 situé -dans ce même parallélogramme 
PQRS, la fonction de x 
Xm (2; 2) 


admet, dans PQRS, le seul pôle x = s de résidu + 1. 
Considérons alors la fonction de x 


D) = F(L) xm(2, 5) ; 
cette fonction admet, dans PQRS, les pôles 
“=a, zx = b, u. vl, “ms 
avec les résidus 
Aym(a,3), Bxm(d,2), ..., Lxyn(45), Fs), 


et elle vérifie les deux relations suivantes qui résultent immédiatement 
de celles que vérifient F(x) et y,(x, 5), 


D(r +2K) = D(x), 
Te men 
Be + 21K!) =) BE F(aV(e 7 +1) (3) 


Te = nm 


— — F(z) Ÿ e Ey" (2). 


Cela posé, l'intégrale 


prise sur le contour du parallélogramme, est égale à la somme des 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Jaxvier 1886. b) 
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résidus 
A ym (@, s)+ Byn,(b, 3) +...+ L'un 3) + F(5); 


mais nous pouvons évaluer directement cette intégrale en remarquant 
que les parties de l'intégrale relatives aux côtés QR et SP ont une 


somme nulle, car ®(x) admet la période 2K, et que les parties de l’in- 
tégrale relatives aux côtés PQ et RS ont pour somme 


1 to +2K 
af [D(z)—D(z+a2iK')]dr, 
1» le . 
c’est-à-dire, d’après la seconde des relations auxquelles satisfait P(x), 
) er 7) 
me" f ite K F(x) dr 
4K °° te 


I fo+2K vari 
_ (nm) > K ny 
+ 3K D En af e F(r) dr. 


vi 0 





celte valeur est de la forme 
do Bo (3) + oY (5) +. rag (3), 


OÙ Ag, Aus. Am, désignent des constantes ayant pour valeurs 


I Cr u “) 
ho = ov f{ A+ k JF dx, 
= 7K , 1+e (x) dx 








(1 1) to+2K _vrri 
= — e 8 F(x)dr 
! v aK } ( ) 9 
ou 
yor!1, 2, ..., (m—1), 


les intégrations étant faites le long du côté PQ du parallélogramme élé- 
mentaire. 
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En égalant la valeur que nous venons de trouver pour l'intégrale 


I 
ati 


D(x) dx 
PQRS 


à la somme des résidus de ®(x) dans le parallélogramme PQRS, nous 
avons la formule de décomposition cherchée 


F(s) =— Ana, 5) —Byn(d, 3) —...— Lyn (4, 3) + G(s) 
avec j 
G(s) = dy gy" (23) HAL BY (5) ++ ms Sines (2), 


les coefficients A,, A,, ..., Am. étant donnés par les intégrales (11). 
On peut indiquer une signification fort simple de ces coefficients. 
En effet, comme le côté PQ du parallélogramme ne contient aucun 
pole de F(a), cette fonction est, dans une certaine bande du plan, 
limitée par deux parallèles à ce côté PQ, développable par la formule 
de Fourier en une série de la forme 


= = . 
n=+ nrxi 


F(x) = D Ane * , 


n=2— & 





ou 





I to+2K Atri 
—_ | K Li ; 
Mr J e F(a) dr. 
Donc | 
ho = L(Ao+Am) 
el 
À, = Ay (v=1,2,...,m—1). 


J'ai supposé, dans ce qui précède, que la fonction F(x) n'a que des 
pôles simples; si l’un des pôles, par exemple le pôle «=a, était 
d'ordre a, le résidu de la fonction 

D(x) = F(x) zm (2, 5), 
relatif à ce pôle, serait de la forme 


A Xm (a, 3) + A'D, Lm(a, 3) ++ Aa Jy2-1 tm (a, 3); 


d’ailleurs la determination de la partie entière G(z) resterait la même. 
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done 
À0 = — — = 9 
nvq 
et la formule de décomposition cherchée devient enfin 





H(s) H, (3) 1 99, i 
Bis) Te anlaK Hai, 5 + 1K’) — [= 0,(2). 

8(5) Fg BORE ea 
Remplacons la fonction y, par son développement en série et rappe- 


lons-nous la relation 
ak 
— = —_ 69, N; 
7 

nous aurons 


© . 
+ nK si 


Ws) His) LOVE FR 
eG) Ge! eq col [5 + (an — ni] 72 Ors). 





Le second membre devant étre une fonction impaire, comme le pre- 
mier, cherchons à mettre cette propriété en évidence. Pour cela, rem- 
placons, dans le terme général de la série, la fonction 


cot [3 + (an —1)iK’] 


par l'expression identique 





ES 
sing [s+ (22 — ı)iK] 


alors la partie entiere disparait, et il reste 





| HG) Hil) -y m: | 


e ik gt , 
9(3) v=—o sin — (3 + vith’) 


v désignant un entier impair qui varie de — æ à + 2%. 


6. La determination des coefficients À,, À,, ..., An de la partie 
entière peut aussi être obtenue par une voie plus élémentaire qui a son 
point de départ dans la proposition suivante : 
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Soient a un point situé dans le parallélogramme PQRS et 


A= +e 


ATs 
“m(a, 3) = y dre K } 


a= — © 





le développement en serie d:exponentielles de la fonction y„(a, =) dans la 
bande du plan qui contient le côté PQ du parallelogramme; on a 


Ag+ Am—= O; a AT... Ay; O0. 


Pour démontrer cette proposition, remarquons que, si 5 est un point 
du côté PQ, ona 


Tla—syi 


i> * I>IgT, 





où la notation |x | signifie module de x. En effet, s élant un point du 
côté PQ, ona 

a—s—2eK+2¢'iK’, 
eet e’ etant réels, et e’ étant positif et plus petit que l’unite. Done 


T(a— sje 2e'T K 


et 





Tia—sii 
Le “ (elf; 


comme e’ est positif et moindre que 1, l'inégalité que nous avions en 
vue est démontrée. 
Cela posé, on a 


Tıa—z)i 
mnRs! ~ mung e 
—_—_ K | qr" 


. -\ —-- me K mnin—1) © 
Lm(a, 5) = aK Ÿ € q Ra—zi 


n=—2 e k _ 


nzHt 0 


Prenons dans cette série les termes dans lesquels x est positif et dési- 
gnons leur somme par P, | 


n=. 7 Tia —3)éÀ 
| MINTS t kK an 
P —- i e K great) EE rg . 


Tla—:)i 





Puisque 
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on aura 
Kla—z)i ris—aı Vo 
e Egg" 1+ q%"e À YU 0: 
—— UI |! + 2 e kK 2nVe 
Trla— za ~ Tis—ai q ’ 
e k — q°" 1] — gre K Voi 
done 
ri + mnnsi io“ (mn +vinzi-vrRai 
Pp — — e N ma(n—1) L _. e K mn(n-i)+2nv, 
2K q K q 
ani n=1,V=1 


Dans ce developpement ne figurent que des puissances positives de 


Tse 


e* ; les coefficients a,, a,. ..., a,_, des termes en 


Tse Q2Uusi (m—i)%si 
° ek, ek, ..., e & 
NnTKzi 
sont nuls et celui de e © est 
a. — Ti 
M —— aK 


Prenons maintenant, dans la série qui définit y,,(a, z), les termes 
dans lesquels n est nul ou négatif et désignons par N leur somme 

















n=—e« . Tla—z)i 
. MnTzi = en 
N= Re e K gmnm-)E TT, . 
~~ aK K(a—sye 9 
n=0 e AK —q™ 
mais on peut ecrire 
Tta—z)i rie—21i V= © ( ï 
TK — an _2n Kk vr(a—3)ı 
e + — — iq se = — 12 e K —12nv 
Kia—z)i — Tl(a—s)i q ° 
e N — q?" 1—qg ie K v1 
Donc 
,1=—® matzi n=—o V= (mn Ti, VTai 
N= — Re e K gmn(n—t) _ me e K gqmn(n—t)—any, 
2K K 
n=0 a=0, v=1 


Dans ce développement ne figurent que des puissances négatives ou 
nulles de 


Tzi 
eh; 
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TK si 


le terme indépendant de e® est 


Donc enfin, dans le développement de la fonction y, (a, 3), qui est 
égalaP+N,ona 


dy + An =0, a = Ag =... Say... =O. 


Ce théorème étant établi, reprenons la formule de décomposition en 
éléments simples 


F(s)=—Ay,,(a, 3) — Bym (8, 5) ...7 Ly» (4, 3) + (5), 
(r(5) = Ap BU" (3) +A, gt (3) +... Ama 890 (5). 


Développons les deux membres de la formule de décomposition par la 
série de Fourier. On a 





n—+e ATS é 
F(s)= y Anett, 
n=—® 
n=+e nmsi 
oa nd — K 
Ym (a, 5) = y Ane ’ 
n=— = 
notes ATst 
a nd — OK 
nz—» 
n— re nTSsi 
Lad — K e 
Xm (4, 5) = l,e 9 
n=—« 


quant a G(z), il resulte des developpements de 


gi" (3), gs), ..., BW (3) 


que les coefficients des puissances 0, 1, 2,..., mdee* dans G(:) 


sont 
dos À, À .. Am—19 Ko. 


On a donc, en identifiant les deux membres de la formule de décom- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Février 1886. 6 
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position et se rappelant que les coefficients 


A, as cs Anis 
bi, b;, ._—.;. bm-1; 


eee eoeg oe #9 oe ee 9 


| Us ..., lui 
sont nuls, | 
A, =, A, — As. un An-ı = Àm-1; 
puis 
Ay =— Aa, — Bb, —...— LE +A, 
An =— Aa,,— BO, ---...— Lb + do: 


d'où, en ajoutant et tenant compte des relations 


Ag + Am = 0, bo + On = 0, un + ln = 0, 
À __ Ag+ An 
= ————> 
2 


On retrouve ainsi les valeurs précédemment obtenues pour À,, Ay, ..., 


Am-ı . 





DEUX LECONS DE CINEMATIQUE, 


Par M. Jutes TANNERY, 


MAITRE DE CONFERENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE ('). 


Les formules et les constructions qui permettent de calculer ou de 
construire les éléments relatifs à la courbure des trajectoires des points 
d’un corps solide dont un plan glisse sur un plan fixe ou dont un point 
reste fixe s’établissent habituellement par des procédés qui ne mettent 
pas nettement en évidence la généralité de ces formules ou de ces con- 
structions. Il en est tout autrement quand on déduit celles-ci des pro- 
priétés relatives à l'accélération. Au point de vue cinématique, cette 
voie est d'ailleurs la plus naturelle. Dans cet ordre d’idees, les démon- 
strations se font parallelement et d’une façon tres simple, soit qu'on 
interprete les formules analytiques, soit qu’on reste dans le domaine 
de la pure Géométrie, cn s’appuyant sur quelques principes de la Géo- 
métrie des segments de droite. Ces principes, dont la généralité ressort 
facilement, sont bien connus; ils ont été développés par différents 
auteurs, principalement par Mobius. Toutefois, j'ai cru devoir en re- 
prendre ici l'exposé systématique, afin de bien fixer le sens des nota- 
tions que j'emploierai. J’ai d’ailleurs, dans cette première Partie, sup- 
primé celles des démonstrations qui ne présentaient aucune difficulté. 


I. 


Un segment de droite est entierement défini si l’on se donne son 
origine À et son extrémité B; le sens de ce segment est le sens dans 


(1) Cet article a été rédigé pour répondre à une question posée dans le programme 
d'agrégation pour 1886. Il est, sauf de légères modifications, la reproduction de Leçons 
faites à la Sorbonne en 1880. 
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lequel il serait parcouru par un mobile allant du point A au point B; 
un tel segment se represente par AB ou + AB; les symboles — AB, 
BA, + BA ont la même signification, ils représentent un segment dont 
l'origine est B et l’extremite A. La droite indéfinie sur laquelle est 
situé le segment AB est dite sa ligne d’action. Deux segments sont 
équipollents si leurs lignes d'action sont parallèles, si leurs sens sont les 
mêmes, si enfin ils sont égaux. L'égalité 


AB = A'B' 


veut dire que les deux segments AB, A’B’ sont équipollents. 

En désignant par r un nombre positif ou négatif, je représenterat 
par nAB l'un quelconque des segments équipollents au segment AB’ 
avant même ligne d'action que le segment AB, même sens ou sens con- 
traire, suivant que 7 est positif ou négatif, tel enfin que le rapport des 
longueurs AB’ et AB soit égal à la valeur absolue de x. 

Si la ligne d'action d'un segment est parallele à une droite OX, sur 
laquelle on ait choisi une direction positive, si l'on a en outre choisi 
une unité de longueur, on peut représenter ce segment et tous les seg- 
ments équipollents par un zomdre dont la valeur absolue est la mesure 
de la longueur du segment considéré, et le signe + ou — selon que le 
sens de ce segment est ou non le sens de la direction positive. Si a est 
le nombre qui représente ainsi le segment considéré et si PQ est un 
segment dont la ligne d'action soit OX, dont le sens soit celui de la 
dire:tion positive choisie sur OX, qui enfin soit égal à l'unité de lon- 
zuear, les segments représentés d’après ces conventions parle nombre a 
et par le symbole aPQ sont équipollents. Le nombre a représente ainsi 
des unités d'une espèce particulière qui ne peuvent se réduire avec des 
unites d'une autre espèce. Si a désigne un nombre quelconque, positif 
ou négalif, en parlant d'un segment égal à a porté sur une direction 
deterininee ou parallèlement à cette direction, j'entendrai parler d’un 
segment AB qui, d'après les conventions précédentes et en regardant 
la direction consideree comme la direction positive, soit représenté ou 
mesure par le nombre a. Inversement, quand aucune ambiguïté n’est à 
craindre, on peut désigner par AB non le segment lui-même, mais le 
nombre positif ou négatif qui le mesure. 

Un segment dont l'origine se confond avec l'extrémité est dit nud; 
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sa direction n’est pas déterminée; on le représente par le nombre 
zéro. | 

Si AA’, BB’ sont deux segments quelconques; si va est un segment 
équipollent à AA’, ab un segment équipollent à BB’, le seginent ob ou 
tout segment équipollent est dit la somme géométrique des segments AA’, 
BB’; cette somme se représente-par le symbole 


AA’ + BB’; 
on a d’ailleurs 
AA'—+ BB'— BB’+ AA’. 


Le symbole 
AA'— BB’ 
représente la somme géométrique des segments AA’ et — BB’= BB; 
cette somime est aussi ce qu’on appelle la difference géométrique des deux 
segments AA’, BB’. On a 


AA'— AA'= AA'+ A'A — 0. 


De la notion de somme géométrique de deux segments, on s’eleve à 
la notion de somme géométrique de trois, quatre, ... segments. La 
somme géométrique d'un nombre quelconque d'éléments ne change 
pas quand on modifie l’ordre de ces éléments; au lieu d’ajouter géome- 
triquement à un segment la somme géométrique de plusieurs segments, 
on peut lui ajouter successivement ces divers segments. 

Si AA’, BB’, CC’, ... sont des segments quelconques et a, 8, +, ... 
des nombres abstraits quelconques, le symbole | 


aAA’+ BBB'+ yCC'+... 


représentera la somme géométrique des segments x AA’, BBB’, yCC, ... 
définis comme précédemment. Etant donnée une égalité géométrique 
(ou équipollence) exprimant qu'un certain segment géométrique est 
équipollent à un autre segment ou à la somme géométrique de plusieurs 
autres, on peut toujours faire passer tous les termes dans un mème 
membre et écrire ainsi cette égalité sous la forme 


(1) xAA'+ 3BB'+ yCC'+...=0; 


elle exprime alors qu'un certain polygone, dont les côtés sont équipol- 
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lents aux segments « AA’, BBB’, yCC’, ..., est fermé. Si cette égalité est 
vraie, il en est de même de l’égalité 


Aa AA’ + AB BB’ + AyCC'+...=0, 


où A désigne um nombre abstrait quelconque et où Aa, AB, Ay, ... desi- 
gnent les nombres abstraits, positifs ou négatifs, obtenus en multi- 
pliant, suivant les règles de l’Algebre, les nombres a, 8, y, ... par A; 
cela résulte de la considération de deux figures homothétiques, direc- 
tement ou inversement, selon que A est positif ou négatif. 

Une égalité telle que (1) a un sens purement géométrique; si les 
lignes d’action des segments AA’, BB’, CC’, ... sont toutes parallèles à 
une même droite sur laquelle on a choisi une direction positive, les 
segments AA’, BB’, CC’, ... pourront être représentés par des nombres, 
en remplaçant les symboles AA’, BB’, CC’, ... par ces nombres; en 
effectuant, au sens de l’Algebre, les multiplications et les additions, 
l'égalité subsistera au sens algébrique. 

Si l'on projette tous les segments AA’, BB’, CC’, ... sur un axe 
quelconque OX, au moyen de plans parallèles entre eux et non paral- 
leles à cet axe; si l’on désigne par a, a’, b, b',c,c',. .. les projec- 
tions des points A, A’, B, B’,C, C’,.. ; les segments aa’, bb’, cc’, ..., 
dont la ligne d’action est OX, sont dits les projections sur cet axe des 
segments AA,’ BB’, CC’, ...; une relation géométrique entre ces seg- 
ments, telle que la relation 


aAA’+ 6BBB’-+ yCC'’+...—0, 
entraine la relation suivante entre les projections 
aaa' + 3bb' + yce! + 12.03 


cette dernière relation peut prendre un sens algébrique si l'on a choisi 
sur l'axe OX une direction positive, si l’on remplace les segments 
aa’, bb’, cc’, ... par les nombres qui les mesurent, et si l’on effectue, 
au sens algébrique, les opérations indiquées. 

Si l’on prend dans l’espace trois axes de coordonnées or, oy, 05, en 
parlant de la projection d’un segment sur l'un de ces axes, on entend 
que cette projection est effectuée au moyen de plans parallèles aux 
deux autres. Un segment quelconque est la somme géométrique de 
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ses projections sur ces trois axes; si a, b,c sont trois nombres repre- 
sentant trois segments portés respectivement sur les directions ox, oy, 
03, la somme géométrique de ces trois segments est un segment équi- 
pollent au segment dont l'origine est le point o, et l’extrémité le 
point dont les coordonnées sont a, b, c; en parlant de la direction de- 
finie par les trois nombres a, b, c, on entend la direction de ce der- 
nier segment. Des conventions analogues, sur lesquelles il est inutile 
d’insister, sont adoptées en Géométrie plane. 

Si l’on désigne les projections des segments AA’, BB’, CC’, ... sur 
les trois axes de coordonnées oz, oy, 03, respectivement par a,b,c, ... 
pour l’axe desa, para,, b,, c,, ... pour l’axedes y, par a,, b,, Ca, ... 
pour l'axe des z, l'égalité géométrique | 


(1) a AA'+ 8BB'+ yCC'+... 


entraine les égalités (géométriques ou algébriques) 


aa+Bb+yc+...=0, 
(2) aa +Bb+yi+...—o, 
QG + Bb,+ye,+...=0. 


Reciproquement, ces trois égalités entraînent l'égalité géométrique (1); 
il suffit, pour le voir, de donner aux égalités (2) la signification géomé- 
trique et de les ajouter géométriquement en remarquant que la somme 
géométrique des segments aa, aa,, «a, est le segment «.AA’.... 

On dit qu’un plan est orienté (') si l’on a choisi dans ce plan un 
sens pour les rotations positives. Ayant pris dans le plan un point 
arbitraire et considérant une demi-droite (7), limitée à ce point et 
tournant autour en restant dans le plan, on définit l’un des deux sens 
dans lesquels elle peut tourner comme étant le sens positif; on con- 


(1) Cette dénomination a été introduite par M. Darboux; voir à ce sujet, dans le 
Tome XXIII des Mathematische Annalen, un article de M. Stephanos, Memoire sur la 
représentation, otc., p. 337. Il convient aussi de rappeler les notions de semi-plan, semi- 
droite, cycle, etc., introduites et développées par M. Laguerre dans de nombreuses et inté- 
ressantes Communications. 

(2) L'expression demi-droite sera employée dans la suite pour désigner une droite indé- 
finie dans un sens et limitée de l’autre à un point; une demi-droite définit une direction. 

De même l'expression demi-plan désignera une portion de plan s'étendant indéfiniment 
d'un côté d'une droite. 
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vient, en outre, de dire de deux demi-droites situées dans le même 
plan qui tournent autour de leurs extrémités, en restant parallèles et 
de mème sens, qu'elles tournent dans le même sens; le sens des rota- 
tions positives est alors défini pour tous les points du plan. Si l’on 
veut, on peut imaginer un observateur, les pieds appuyés sur le plan 
et regardant tourner une demi-droile à ses pieds; lorsqu'elle passe 
devant lui, elle va de sa droite vers sa gauche, ou de sa gauche vers sa 
droite; l’un de ces deux sens correspond aux rotations positives; si l’ob- 
servateur se transporte en un autre point du plan, en restant sur la même 
face du plan, le sens des rotations positives reste le même pour lui. 

Étant donné dans un plan l’angle AOB, j’appellerai sens de OA vers 
OB le sens dans lequel une demi-droite limitée au point O, coincidant 
d’abord avec OA, doit tourner autour du point O pour venir coincider 
avec OB, en décrivant l'angle AOB (moindre que deux droits). Deux 
angles AOB, A’O’B’, situés dans le mème plan, ont la même disposi- 
tion si le sens de OA vers OB est le même que le sens de O’A’ vers O’B’; 
dans ce cas, on peut déplacer et déformer d’une façon continue l'angle 
A’O'B’, sans le faire sortir du plan, sans que ses côtés viennent se pla- 
cer l’un sur l’autre ou dans le prolongement l’un de l’autre, de ma- 
nière à le faire coincider avee AOB, le côté O' A’ coincidant avec OA, 
et le côté O’B’ avec OB. 

Si le plan qui contient l’angle AOB est orienté, on dit que cet angle 
a la disposition directe ou la disposition inverse suivant que le sens de 
OA vers OB est ou non le sens des rotations positives. 

Si un plan est rapporté à un systeme d’axes coordonnés ox, oy, il 
est, par cela même, orienté; le sens des rotations positives est le sens 
de ox vers oy; si les deux directions oA, oA’, dont l’origine coincide 
avec l’origine des coordonnées, sont définies, comme il a été expliqué 
plus haut, par les quantités a, 6, d’une part, a’, b’, de l’autre, l’angle 
AoA’ aura la disposition directe ou la disposition inverse (la disposi- 
tion de l’angle xoy ou de l’angle yor) suivant que le déterminant 
ab'— a'b sera positif ou négatif. 

Si A, B sont deux directions situées dans un plan orienté, pour dé- 
tinir l'angle (A, B) de ces deux directions, on procède comme il suit : 
on mènera par un point arbitraire o du plan deux demi-droites oa, 
ob parallèles aux deux directions A, B et de même sens; qu'on ima- 
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gine ensuite une demi-droite ayant son origine en o et coincidant 
d’abord avec oa, et sur cette demi-droite un point m tel que le seg- 
ment om ait la direction oa et soit égal à l’unité de longueur; si cette 
demi-droite tourne toujours dans le même sens autour du point o, et 
si on l’arrête à un moment où elle coincide avec la direction ob, le 
nombre qui mesure la longueur de l’arc décrit par le point m, affecté 
du signe + ou du signe —, suivant que l’on a tourné dans le sens 
positif ou dans le sens négatif, est ce que l’on appelle l’angle (A, B). 
Cet angle admet une infinité de délerminations; toutes ces détermina- 
tions forment une progression arithmétique, indéfinie dans les deux 
sens, dont la raison est 27; l’une d’elles est en valeur absolue moindre 
que x; cette valeur absolue est la mesure de l’angle des deux direc- 
tions, tel qu’on le considère en Géométrie. J'emploierai le symbole 
(A,B) pour désigner l’une quelconque des déterminations précédem- 
ment définies; on a alors | 


(A,B) +(B,A)=2a7, 


en désignant par n un nombre entier positif ou négatif. 

Si l’angle (A, B) n’est pas un multiple de x, l'angle aod, défini plus 
haut et considéré au point de vue géométrique, a la disposition di- 
recte ou inverse, suivant que celle des déterminations de (A, B), qui a 
la plus petite valeur absolue, est un nombre positif ou négatif; on peut 
dire alors que l’angle (A, B), considéré non comme un nombre, mais 
comme une figure, a, suivant les cas, la disposition directe ou la dispo- 
sition inverse. 

Si l’on se donne la figure (A, B), les lignes trigonométriques de 
l'angle (A, B) sont entièrement déterminées. 

En considérant trois directions quelconques A, B, C dans un plan 
orienté, on a 

(A,B)+(B,C)+(C,A)=2nr, 
n étant un nombre entier positif ou négatif. 

Lorsqu'un plan (P) est rapporté à des axes coordonnés ox, oy, on 
rapporte souvent les directions contenues dans ce plan à la direc- 
tion ox; on dit, dans ce sens, qu’une direction oA est définie par 
l'angle 6, quand l’angle (ox, oA) est égal à 0. 

Si les deux directions A, B, sans être situées dans un plan orienté, 
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sont parallèles à un tel plan, on peut conserver, pour l’angle (A, B) 
de ces deux directions, la définition précédente. 

Si, dans l’espace, les deux directions A, B ne sont pas parallèles a 
un plan orienté, l’angle de ces deux directions devra encore être re- 
gardé comme admettant une infinité de déterminations; on les ob- 
tiendra toutes en orientant un plan parallèle à ces deux directions, 
d'abord d'une façon, puis de l’autre; en désignant l’une quelconque 
de ces déterminations par x, elles seront toutes comprises dans la for- 


mule 
anna, 


où le nombre r doit prendre toutes les valeurs entières positives ou 
négatives. Il n'y a pas lieu, dans ce cas, de distinguer l’angle des deux 
directions A, B de l’angle des deux directions B, A; le cosinus de 
l'angle de ces deux directions, supposées données, est entièrement 
déterminé; le sinus et la tangente sont déterminés au signe près. 

Considérons deux droites sur lesquelles on ait respectivement choisi 
deux directions positives OX, O’X’; imaginons un segment égal à 
l’unité de longueur porté sur OX, dont le sens, enfin, soit celui de la 
direction OX; soit ¢ le nombre posilif ou négatif qui mesure Ja pro- 
jection de ce segment sur O’X’, projection effectuée au moyen de 
plans parallèles à un plan fixe P. Si un segment porté sur OX ou pa- 
rallelement à OX est mesuré par le nombre a, le nombre a’ qui me- 
sure la projection de ce segment sur O’X’, faite parallèlement au 
plan P, sera lié au nombre a par la relation 


ad = at 


En particulier, si les projections sont orthogonales, le nombre ı 
sera le cosinus de l’angle des deux directions OX, O’X'. 

On dit que l’espace est orienté si l’on a choisi un sens pour les rota- 
tions directes. 

Supposons que sur une droite on ait choisi une direction; imaginons 
un observateur couché sur la droite, traversé des pieds à la tête par 
cette direction et enfin un demi-plan limité à la droite et tournant 
autour; quand l’observateur voit ce plan passer devant lui, il peut le 
voir aller de sa droite vers sa gauche ou de sa gauche vers sa droite; 
l’un de ces deux sens sera dit direct; dès que ce sens aura été choisi, 
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une direction quelconque étant donnée sur une droite quelconque, on 
saura ce qu'il faut entendre par un plan qui tourne autour de cette 
droite dans le sens direct ou dans le sens indirect, relativement à 
cette direction: si, sur une même droite, on considère deux directions 
opposées, les sens des rotations directes qui leur correspondent sont 
évidemment contraires. 

Considérons un triedre OABC et imaginons un observateur ayant les 
pieds en O, traversé des pieds à la tête par la direction OC et regar- 
dant la face AOB; imaginons enfin un demi-plan limité à la droite 
indéfinie (C) sur laquelle se trouve la direction OC, et s'appuyant 
d’abord sur la face AOC; lorsque ce plan tourne autour de la droite 
(C) de manière à venir s'appliquer sur la face BOC en décrivant l’angle 
diedre OC, moindre que deux droits, l'observateur le voit tourner 
dans un certain sens (de gauche à droite ou de droite à gauche); 
c'est le sens que j’appellerai sens de OA vers OB pour l'observateur 
couché sur la direction OC. Pour le même abservateur, le sens de OB 
vers OA est contraire au sens de OA vers OB; pour les observateurs 
couchés suivant les directions OA, OB, OC, les sens respectifs de OB 
vers OC, de OC vers OA, de OA vers OB sont les mêmes. 

Deux trièdres OABC, O’A’B’C’ ont la même disposition si, pour l’ob- 
servateur couché suivant OC, le sens de OA vers OB est le méme que 
le sens de O’A’ vers O’B’ pour l'observateur couché suivant O’C’; s’il 
en est ainsi, on peut, en déplaçant et en déformant d’une manière con- 
tinue le triedre O' A’B’C’, sans que les trois arêtes soient jamais dans 
un même plan, l’amener à coincider avec le triedre OABC, 0’ A’ coin- 
cidant avec OA, O’B’ avec OB, O’C’ avec OC; réciproquement, si cette 
coincidence est possible de cette manière, les deux trièdres ont même 
disposition. 

Les trois triedres OABC, OBCA, OCAB ont une même disposition, 
différente de celle des triedres OACB, OCBA, OBAC. 

Si l’espace est orienté, on dira que le triedre OABC a la disposition 
directe ou inverse, suivant que, pour l'observateur couché suivant OC, 
le sens de OA vers OB est direct ou non. 

Si l’espace est rapporté à trois axes de coordonnées ox, oy, 03, il 
-est orienté par cela méme; le sens des rotations directes est le sens 
de OX vers OY pour l'observateur couché suivant OZ. 
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Un trièdre a la disposition directe ou inverse, suivant qu’il a ou 
non la disposition du trièdre oxys; si les trois directions OA, OA’, OA”, 
dont l’origine est à l’origine des coordonnées, sont définies respecti- 
vement par les quantités a, b, c; a’, b’, c'; a”, b”, c”, la disposition du 
trièdre O A A’ A” sera directe ou inverse suivant que le déterminant 


ab c 
a b dc 
a” ob" c’ 


sera positif ou négatif. Si, en effet, on déplace d’une façon continue 
les directions OA, OA’, OA”, les quantités a, b,c; a’, b’,c';a’,b*, &” 
varieront d’une façon continue; le déterminant précédent ne pourra 
changer de signe et s’annuler que si les trois directions viennent dans 
un même plan; enfin, il est positif quand OA, OA’, OA” coincident 
respectivement avec ox, oy, oz. En particulier, si ces axes sont rec- 
tangulaires et si les trois directions OA, OA’, OA” forment un triedre 
trirectangle à disposition directe, si les neuf quantités a, b,c, ... 
sont les cosinus directeurs de ces directions, le déterminant sera 
égal à +1, et chacun de ses éléments sera égal au mineur corres- 
pondant. 

Supposons toujours l’espace orienté. Considérons un plan (P) et 
une direction (D) non parallèle au plan; imaginons un demi-plan 
limité à la droite sur laquelle se trouve la direction (D) et tournant 
autour de cette droite, relativement à cette direction, dans le sens 
direct; la trace de ce plan mobile sur le plan (P) tournera dans un 
certain sens autour d’un point de (P); ce sens pourra être pris pour. 
le sens des rotations positives dans le plan (P); si l’on a fait cette 
convention, on dira que l'orientation du (P) correspond à la direction 
(D). Le cas le plus utile à considérer est celui où la direction (D) est 
perpendiculaire au plan. Par exemple, on peut orienter tous les plans 
tangents à une sphère par cette condition que, pour chacun d’eux, 
l’orientation corresponde à la direction qui va du centre de la sphère 
au point de contact. 

Inversement, si l’on se donne un plan orienté (P), on pourra, sur 
chaque droite (d) non parallèle au plan (P), choisir une direction 
déterminée (D), qui corresponde à l'orientation du plan. Si l’on 
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marche dans une telle direction en partant d’un point du plan (P), on 
pourra dire que l’on va au-dessus du plan (P); les deux régions de 
l’espace situées l’une au-dessus du plan orienté (P), l’autre au-des- 
sous, se trouvent ainsi nettement distinguées. | 

Si OA, OB sont deux directions situées dans un plan orienté (P), si 
OC est une direction qui corresponde à l’orientation du plan (P), le 
trièdre OABC aura ou non la disposition directe suivant que, dans le 
plan (P), l’angle AOB a ou non la disposition directe. 

Étant donnés deux plans orientés (P), (Q), non perpendiculaires 
entre eux, on dira que les orientations de ces deux plans sont les 
mêmes, si les directions perpendiculaires aux plans (P), (Q) qui 
correspondent aux orientations de ces plans font entre elles un angle 
aigu. 

Soient AB un segment et O un point : le segment OC, dont la ligne 
d'action est perpendiculaire au plan qui passe par le point O et la 
droite AB, dont la direction OC est telle que le trièdre OABC ait la 
disposition directe, dont la longueur enfin est mesurée par un nombre 
(positif) égal au produit des deux nombres (positifs) qui mesurent 
l’un la longueur du segment AB, l’autre la distance du point O à la 
ligne d’action de ce segment, est dit le moment du segment AB par 
rapport au point O; la même dénomination s'applique à tout segment 
équipollent à OC. On peut dire que le nombre (positif) qui mesure 
la longueur OC est égal au double du nombre qui mesure l’aire du 
triangle AOB. “ 

Les moments des segments AB, BA, par rapport au point O, sont 
égaux et opposés. 

Supposons que sur la ligne d'action du segment AB on ait choisi 
une direction positive; soit & le nombre positif ou négatif qui mesure 
le segment AB. Si du point O on abaisse, sur la ligne d’action du seg- 
ment AB, une perpendiculaire O0’, puis que l’on fasse tourner, d’un 
angle droit, autour de la ligne d'action de AB, dans le sens direct cor- 
respondant à la direction positive choisie sur cette ligne, le demi-plan 
que limite cette ligne et qui contient le point O, le segment 0’O viendra 
occuper une position O’O, ; le moment du segment AB par rapport au 
point O sera équipollent au segment a.0’0,. 

Le moment de AB par rapport au point O est nul si le point O est 
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situé sur la ligne d’action du segment AB, ou si le segment AB est nul; 
il ne peut étre nul que dans ces deux cas. 

Si un segment se déplace sur sa ligne d’action, en restant d’ailleurs 
équipollent à lui-même, son moment par rapport à un point fixe quel- 
conque ne change pas. 

Si le plan des trois points AOB est orienté et sisur la perpendiculaire 
ace plan on prend comme direction positive la direction correspon- 
dante à l’orientation du plan, le nombre positif ou négatif qui mesure 
alors le moment de AB par rapport au point O n’est autre chose que ce 
- qu’on appelle, dans les Traités élémentaires, moment du segment AB 
par rapport au point O. 

Lorsqu'il s’agira de points situés dans un plan orienté, il n’y a au- 
cup inconvénient à employer le mot moment pour désigner soit un 
segment de droite, comme dans la premiere définition adoptée, soit un 
nombre posilif ou négatif, comme on le fait habituellement. Si l’on 
sous-entend, comme on le fera dans la suite, que la direction positive, 
perpendiculaire au plan, sur laquelle est porté le segment, correspond 
à orientation du plan, cela revient à n'employer qu’un mème symbole 
pour désigner un segment et le nombre positif ou négatif qui le repre- 
sente, d’après les conventions antérieurement adoptées. 

Je désignerai dans ce qui suit par le symbole (ABO) le moment du 
segment AB par rapport au point O; les trois segments (ABO), (BOA), 
(OAB) sont équipollents; il en est de même des segments (BAO), 
(AOB), (OBA), qui sont égaux et opposés aux précédents. 

Le moment d’un segment AB par rapport à une droite D est la pro- 
jection orthogonale sur cette droite du moment du segment AB par 
rapport à l’un quelconque O de ses points; c’est encore, si l’on veut, 
le moment par rapport au point O de la projection orthogonale A’ B’ 
du segment AB sur un plan mené par le point O perpendiculairement à 
la droite D; l’équivalence manifeste de ces deux définitions montre 
bien que la premiere est, comme la seconde, indépendante du point O. 
Si l'on a choisi sur la droite D une direction positive, le moment de 
AB par rapport à la droite D sera mesuré par un nombre positif ou né- 
gatif. Le moment d'un segment par rapport à un point O est la somme 
géométrique des moments de ce segment par rapport à trois droites 
rectangulaires passant par ce point. | 
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Étant donnés dans l’espace un système quelconque de segments etun 
point O, on appelle moment résultant du système par rapport au point 
O la somme géométrique des moments par rapport à ce point des divers 
segments qui composent le système. 

Considérons d’abord un système de segments tels que leurs lignes 
d'action passent par un même point; je conviendrai d'appeler resul- 
tante de ces segments un segment équipollent à la somme géomé- 
trique des segments donnés et dont la ligne d’action passe par le point 
commun aux lignes d'action de tous ces segments. 

Étant donné un système de segments, tels que leurs lignes d’action 
passent par un même point, le moment résultant de ce système par 
rapport à un point quelconque est équipollent au moment, par rapport 
au même point, de la résultante du système. 

Si l’on admet ce théorème, on voit, en projetant orthogonalement les 
moments sur une droite passant par le point par rapport auquel on 
prend les moments, que la somme géométrique des moments des seg- 
ments du système considéré, par rapport a une droite quelconque, est 
égale au moment, par rapport à la même droite, de la résultante du 
système. 

Inversement, si ce second théorème était établi, le premier en résul- 
terait immédiatement, puisqu'il serait prouvé que les projections sur 
une droite de direction quelconque des deux segments dont on a à 
prouver l’équipollence sont deux segments équipollents. La démon- 
stration du premier théorème est donc ramenée à celle du second, qui 

va résulter facilement de la remarque suivante. 
= Soit (P) un plan orienté, soient dans ce plan AA, un segment et O 
un point ; soit, toujours dans le plan, OX une direction telle que 


l'angle (OA, OX) soit égale à + =; considerons OX comme la direction 


positive choisie sur la perpendiculaire a OA ; la projection Oa, du seg- 
ment AA, sur cette droite sera représentée d’après nos conventions par 
un nombre positif ou négatif; soit enfin r le nombre positif qui me- 
sure la longueur OA; on aura 


(AA,O)=7r x Oa,, ° 


en désignant par (AA,O), Oa, les nombres positifs ou négatifs qui 


pw 
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représentent, d’après nos conventions, les segments que désignent les 
mêmes symboles. | 

Ceci posé, considérons dans le plan (P) des segments en nombre 
quelconque dont les lignes d’action passent par un même point A; on 
peut, pour l’évaluation de leurs moments, supposer que tous ces seg- 
ments aient pour origine le point A; désignons-les alors par AA,, 
AA,, ..., AA, ; soit AS leur résultante ; soient toujours O le point par 
rapport auquel on prend les moments et OX la direction telle que 


langle (OA, OX) soit égal a + 5; on aura, en adoptant toujours les 


mêmes conventions et en désignant par a,, @,, ..., &,, s les projections 
sur OX des points A,, Ay, ..., Ay, S, 


(AA,O) =r x Oa,, 


(AA,O)=rx 0a, 
(ASO) =rx0Os, 
Os=Oa,+ Oa,+...+ Oa,. 
On en conclut 


- (ASO) =(AA,O) +(AA,O) +...+(AA,0). 


Cette égalité est une égalité entre des nombres ; elle exprime ce fait 
géométrique que le moment de la résultante par rapport à la perpen- 
diculaire au plan (P) menée par le point O est égale à la somme géo- 
métrique des moments par rapport à la même droite des éléments du 
système. C’est, dans le cas particulier où tous les segments sont dans un 
même plan, le théorème dont on a besoin. 

Si l’on considère maintenant un système quelconque de segments 
dont les lignes d’action passent par un même point A et une droite 
quelconque (D), il suffira, pour obtenir le théorème général, d’appli- 
quer le théorème particulier que l’on vient de démontrer au système 
de segments formés par les projections orthogonales des segments 
donnés sur un plan (P) perpendiculaire à la droite (D), en prenant les 
moments par rapport au point O où la droite (D) perce le plan (P). 

Soient AA, -un segment, O, O’ deux points quelconques; la diffé- 
rence géométrique (AA,0’) — (AA,O) entre les moments du segment 
AA, par rapport aux points O’ et O est égale au moment (Oa, 0’) par 


DEUX LEÇONS DE CINÉMATIQUE. 57 


rapport au point O’ d’un segment Oa, équipollent à AA, et ayant le 
point O pour origine. 

Soit en effet Aw un segment équipollent à OO’ et ayant pour origine 
le point A; AO’ étant la résultante des deux segments Aw et AO, on 
aura, en donnant aux signes =, +, — le sens géométrique, 


(AO'A,) = (AwA;) + (AOA,); 


d’ailleurs | 
(A A,0') =: (AQ’A,), 
(AA,O) -= — (AOA,). 
(AA,w) =-— (AA): 


done 
Ä (A A,O') — (AAO) =(AA,0). 


Mais, comme on peut passer de la figure formée par les trois points 
A, A,, w à la figure formée par les trois points O, a,, O’ par ung trans- 
lation égale a 40, il est clair que le segment (AA,w) est équipollent 
au segment (Oa,0’) et le théorème est démontré. 

Il résulte de là que, si l’on considère un système quelconque (2) 
de segments et deux points O et O’, la différence géométrique entre 
les moments résultants de ce systeme par rapport aux points O’ et O 
sera égale au moment par rapport à O’ d'un segment équipollent à la 
somme géométrique des éléments de (2) et dont la ligne d’action 
passe par le point O. En particulier, si la somme géométrique des élé- 
ments de (X) est nulle, le moment résultant de (2) par rapport à un 
point est indépendant de ce point. C’est ce qui arrive, lorsque (2) 
se réduit à un couple, c’est-à-dire à deux segments dont les lignes d’ac- 
tion sont parallèles, qui ont des longueurs égales et des sens opposés. 
Les moments résultants d’un couple par rapport à deux points quelcon- 
ques sont équipollents ; ce moment constant, équipollent par exemple 
au moment de l’un des éléments du couple par rapport à un pointsitué 
sur la ligne d'action de l'autre, est ce qu'on appelle l'axe du couple. 

Deux systèmes de segments (3), (2°) sont dits équivalents si la 
somme géométrique des éléments de l’un est équipollente à la somme 
géométrique des éléments de l’autre, et si, en outre, le moment résul- 
tant de l’un par rapport à un point O est équipollent au moment résul- 
tant de l’autre par rapport au même point. 
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Il résulte du théorème précédent que cette définition ne dépend pas 
du choix du point O. 

Deux couples dont les axes sont équipollents constituent deux sys- 
temes équivalents. 

Un ensemble de couples est équivalent à un couple dont l’axe serait 
la somme géométrique des axes des couples donnés. 

Enfin un système quelconque est équivalent au système que forment, 
d’une part, un couple dont l'axe est le moment résultant du systeme 
par rapport à un point arbitraire O, de l’autre, un segment équipollent 
à la somme géométrique des éléments du système et dont la ligne d’ac- 
tion passe par le point O. Si ce point peut être pris de manière que 
le moment résultant soit nul, le système est équivalent à un segment 
unique qui est dit la résultante du système. 

Supposons que l’espace soit rapporté à des axes coordonnés rectan- 
wulaires or, ov, 02, et soient A,, A, deux points ayant pour coordon- 
nées respectives X. Vis 7,3 Ts. Yo. 32: le moment du segment A, A, 
par rapport à l'origine o sera le segment qui va du point o au point I 
dont les coordonnées sont 


Masa days “Sida Say Wan ~~ Dad ss 


la direction ol esten effet perpendiculaire aux deux directionsoA,, oA,, 
le triedre oA, A,I a la disposition directe, puisque le déterminant 


Ir I Miss ash | 
| Ve Ir Side 57, 
IA ar AN la) 
est positif; enfin le nombre qui mesure Ol est bien, comme il est aise 
de le voir, le double du nombre qui mesure l’aire du triangleoA, Ag. 
Les nombres y,3:— ÿ:35,, ST 3,4, «Ya — L,Y, Mesureront les 
moments du segment A, A, par rapport aux droites ox, oy, 02. 
Considérons un corps solide (S) qui tourne autour d'une droite (D) et 
un demi-plan limité à la droite (D), invariablement lié au corps (S) ; 
soit Ax la valeur absolue de l'angle infiniment petit décrit par le demi- 
plan, à partir de l’époque ¢ pendant l'intervalle de temps infiniment 
petit Ar; la vitesse angulaire du corps solide à l'époque ¢ est un seg- 
ment dont la longueur est mesurée par le nombre positif qui est la 
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limite de se, dont la ligne d’action est la droite (D), dont le sens est 
tel, que l'observateur couché sur la droite (D), traversé des pieds à la 
tête par la direction du segment, voie la rotation s'effectuer dans le 
sens direct. Si sur la droite (D) on a choisi une direction positive, 
le segment qui représente la vitesse angulaire sera mesuré par un 
nombre positif ou négatif; on donne aussi à ce nombre le nom de 
vitesse angulaire. 

Quand un corps solide tourne autour d’une droite (D), la vitesse 
d'un quelconque de ses points, à l’époque ¢, est le moment par rapport 
à ce point de la vitesse angulaire à l’époque ¢. 

Cette remarque, les théorèmes précédents sur les moments et la 
proposition relative à la composition des vitesses dans le mouvement 


relatif permettent de constituer toute la théorie de la composition 
des rotations. 


Un segment peut être variable; il peut être regardé comme une 
fonction d’une variable numérique, si, pour chaque valeur de cette 
variable, il est déterminé, au moins en grandeur et en direction. Si l’on 
désigne par ¢ la variable numérique, on peut représenter par /(£) un 
segment qui dépend de cette variable; ce symbole désigne, bien en- 
tendu, non une fonction numérique, mais une fonction géométrique. 

Si à chaque longueur donnée & correspond un nombre positif e, tel 
que la différence géométrique / (4, +4) — f(t.) ait une longueur 
moindre que 6, pourvu que le nombre Asoit en valeur absolue moindre 
que ¢, la fonction géométrique / (4) sera dite continue pour ¢ = fy. 

D'après les conventions adoptées au début, le symbole 


s LE + 4) — fe), 


où k est un nombre et où le signe -- a le sens géométrique, désigne 
un certain segment; s’il existe un segment /’(2), tel que, à chaque 
longueur donnée à corresponde un nombre positif e, tel que la longueur 
de la différence géométrique 


JU+ DA — f(t) 
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soit moindre que 6, pourvu que le nombre A soit, en valeur absolue, 
moindre que €, on dit que le segment /(¢) admet une dérivée géomé- 
trique. Cette dérivée géométrique est le segment f’(t). De la notion de 
dérivée géométrique première on passe à la notion de dérivées géo- 
métriques seconde, troisième, elc.... 

Dans le cas où la ligne d’action du segment /(¢) reste parallele à 
une droite fixe, sur laquelle on a choisi une direction positive, on peut 
donner, d'après les conventions expliquées au début, une signification 
numérique au symbole f(¢); la dérivée numérique de la fonction nu- 
mérique f (1) représente alors, d’après les mêmes conventions, la dé- 
rivée géométrique du segment f(t). 

Si A,B,C,... désignent des segments géométriques, fonctions d'une 
variable ¢, admettant des dérivées géométriques A’, B’, C’,..., et si 
a, 3, Y,... désignent des nombres constants, la somme géométrique 

aA+3B+ 70+... 
des segments aA, 3B, +C, ... admettra pour dérivée géométrique la 
somme géometrique 

zA'+ 5B'+7C'+... 


des segments «A’, BB’, yC’,..., dérivées géométriques des segments 
aA, 3B, yC,...; la démonstration est identique à la démonstration 
du théorème correspondant d'Analyse. On peut même supposer que 
les nombres a, 8, y,..., au lieu d’être des constantes, sont des fonc- 
tion numériques de la variable ¢; en désignant alors par a’, f, 
~ leurs dérivées numériques, la dérivée géométrique du segment 
a A + 8B+%C +... serait le segment 
A+ BB+ y'C+...4+a0A'+ 8B'+ yC'+..., 

le signe + se rapportant toujours à l’addition géométrique. 

Il résulte de ce théorème et de ce que, si l’on a pris trois axes coor- 
donnés ox, oy, 05, tout segment peut être regardé comme la somme 
géométrique de ses trois projections sur ces axes, que si les projections 
sur ces trois axes d’un segment variable ont des dérivées (géométri- 
ques ou numériques), le segment a une dérivée égale à la somme géo- 
métrique des dérivées de ces projections; inversement ces dérivées sont 
les projections sur les axes de la dérivée géométrique du segment. 

On voit de même que, si l’on projette le segment sur le plan des xy 
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par exemple, au moyen de parallèles à l’axe des 5, la dérivée géomé- 
trique de la projection est la projection de la dérivée géométrique du 
segment considéré. 

La vitesse d’un point mobile est la dérivée géométrique, par rapport 
au temps, du segment qui va d’un point fixe quelconque au point 
mobile, l'accélération est la dérivée géométrique de la vitesse. 

Supposons que le segment /(?) admette pour dérivée géométrique 
le segment f(t) et que, lorsque ¢ varie de a à b, la longueur de ce 
dernier segment reste inférieure ou égale à une longueur fixe L, la 


longueur du segment 
f(b)—f(a) 
b—a 
sera au plus égale à L; dans cette formule le signe — au numérateur 
a le sens géométrique ; le numérateur est un segment qui doit être 


> yee . , I ° 29 
multiplié, au sens expliqué plus haut, par le nombre ;—. Si l’on 


suppose que le segment /(¢) ait une origine fixe et que l’on regarde 
la variable ¢ comme représentant le temps, cela revient à dire que, 
pendant un intervalle fini, la vitesse moyenne d’un mobile ne peut 
pas être constamment supérieure à la vitesse de ce mobile; sans 
insister davantage sur cette proposition, dont il serait bien facile de 
rendre la démonstration rigoureuse en supposant que la fonction géo- 
métrique /’ (2) soit continue, je remarquerai qu’elle peut jouer, dans 
bien des cas, le même rôle que, dans l'Analyse, la formule des accrois- 
sements finis. | 

On trouvera, de même, une interprétation géométrique de la for- 
mule de Taylor et du terme complémentaire (') ou de diverses formules 
analogues. 

Je me contenterai de renvoyer le lecteur au Mémoire de M. Darboux 
Sur les développements en serie des fonctions d'une seule variable (Journal 
de Liouville, 3° serie, t. IT, p. 291). Sans doute les problèmes qu'a traités 
M. Darboux paraissent tres différents de ceux que je signale, mais la 
méthode qu’il a suivie s'applique à ces derniers, avec des modifications 
insignifiantes. 





— ee ee 








(!) La signification cinématique de la série de Taylor a été signalée par Mobius, Journal 
de Crelle, t. 36. 
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1. 


Considérons un plan fixe (p) et un plan mobile (P), qui se meut sur 
le plan (p) en coincidant constamment avec lui; supposons le plan (p) 
rapporté à un système d’axes coordonnés rectangulaires ox, oy. Soient, 
à l'époque ¢, x, y les coordonnées d’un point quelconque M invaria- 
blement lié au plan P; u, v les coordonnées du centre instantané de 
rotation I; soit enfin w la vitesse angulaire de rotation du plan (P). 
in désignant par AB une direction quelconque invariablement liée 
au plan (P) et par x l'angle (ox, AB), ona 


w est un nombre positif ou négatif. Cette définition coincide avec la 
définition donnée antérieurement de la vitesse angulaire comme un 
segment porté sur la direction perpendiculaire au plan (P) qui corres- 


pond à l'orientation de ce plan. 


de, dy sur les axes ox, oy de la vitesse du 
dt’ dt » &Y | 


point M sont données par les formules 


Ceci posé, les projections 


dr T 
Ir = — 0) (y —v)=wrcos (¢ + =) ’ 
| ss 
1) dy a T 
Fr = o(r— u)=or sin © + 5)? 


en désignant par r==+ y(z — u)? + (y —¢)? le nombre positif qui 
mesure la distance IM et par ¢ l’angle (ox, IM), défini par les égalités 


(2) r—-u=—rcos¢, y—v=rsing. 


On déduit des équations (1), en prenant les dérivées par rapport 
at, 


dir dy 
I ! ! 
-— =—w'(y —¢ D — 4) = 
de (y —9)+ DT 
ay — '(r—u) u + dr 
de — # 4 (4) G) dt 9 


où w’, u', v’ sont les dérivées de w, u, ¢; en posant 


(3) uw = V cos, “= V sin, 
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et en tenant compte des équations (1), les valeurs des projections sur 
les axes or, oy de l'accélération du point M deviennent 


dr : | 

= = 7 rcos(g9+n7)+wV cos (9 — =) + w'r cos (¢ + 2), 
(4) l 2 . 2 

Py , . . V si Tr oc Tr 

Ja er sing +r)+oVsin I + o'r sini g+ = )- 


Ces formules s’interpretent immédiatement (/ig.1) ; la direction définie 
par l'angle 5 + est la direction M]; l’angle 0 définit, sur la tangente 


Fig. t. 








nn 


commune en I aux deux courbes (C’), (C), lieux du centre instantané 
dans les plans (p) et(P), une direction déterminée IT, telle que l’angle 
(ox, IT) soit égal à 6; V est un nombre positif ou négatif qui mesure 
un segment porté sur cette direction. Ce segment n’est autre que la 
vitesse avec laquelle se déplace, dans le plan p, le centre instantané de 


rotation; l'angle 9 — = définit sur la perpendiculaire à IT une direc- 
tion IK, telle que l'angle (IK, IT) soit égal à + =; enfin l’angle z + = 
définit, sur la perpendiculaire a IM, une direction IN telle que l’angle 
(IM, IN) soit égal à + - : ceci posé, l'accélération du point M est ma- 
nifestement la somme géométrique de trois segments ; 

1° Le segment w? MI; 

2° Un segment mesuré par le nombre w V porté sur la direction IK: 

3° Un segment mesuré par le nombre w’r porté sur la direction IN. 

Cette proposition s’etablit facilement par des considérations géome- 
triques qui, si l’on y regarde d’un peu pres, sont absolument équiva- 
lentes aux calculs d’où on l’a déduite. 
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Déterminer l’accélération du point M, c’est trouver la dérivée géo- 
métrique de sa vitesse. 
Soient 
m, m’ deux positions, dans le plan (p), aux époques ¢ et z+ Az, du 
point M du plan (P); 
"us 9m les vitesses de ce point; 
w et w + Aw les vitesses angulaires du plan (P); 
I et I’ Jes centres instantanés de rotation aux mémes époques. 


ll s’agit d’avoir la limite, pour A? = 0, du segment 


9 _— + 
Vm 6 


u 
soit ¢,, la vitesse qu'aurait, au temps, le point dy plan (P) qui, à ce 
moment, coincide avec le point m du plan (p): on a, en donnant aux 
signes le sens géométrique, comme dans la formule précédente et dans 
le reste de la démonstration, 








Considérons la deuxième partie : on obtient les segments ¢,, et ¢,, en 
à T [A ° 2 
faisant tourner de l'angle + = les segments wIm, wlm ; leur diffe- 


rence géométrique 6, — ¢, s’obtiendra donc en faisant tourner du 
même angle le segment 


(Are — Im) =o. min’, 


D'ailleurs le segment ~~ n’est autre que la vitesse moyenne, pendant 
Vintervalle de temps Az, du point M; la limite de ce seginent s’obtient 


en faisant tourner de l’angle + = le segment wIm, par conséquent 


(’ . . 
=, s'obtiendra en faisant tourner de l’angle 


+ = — r le segment w*? Im : cette limite n’est autre que le segment 


. Orn! 
la limite du segment — 
Tt 
2 . 

w? ml. Considérons maintenant la premiere partie 





Pr — on . 


At © 
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on obtient v„ en faisant tourner de l'angle + = le segment 


wir 


(w + Aw) I’m’, en sorte que le numérateur de l’expression dont on 


cherche la limite s’obtient en faisant tourner de l’angle + = le seg- 
ment 


(+ Au)l’m’— 01m = w(I'm'— Im’) + Ao Ym’ = 0 l'I + Aw lm’; 
on aura donc à faire tourner de l'angle + la limite du segment 


orl — Au In: 
At At j 


! 


| I . . , . 
Or - est la vitesse moyenne du centre instantané de rotation pendant 


l’intervalle Az; la limite de ce segment n’est autre chose que la vitesse 

IR du centre instantané ; la ligne d'action de ce dernier segment est la 

tangente commune en I aux deux courbes (C) et (C’), la limite du 
I’! Il’ 


S — = — W-— sera 
egment © —, wz ser 


—wIR=oRI. 


: 1 1 T . 
On aura à faire tourner ce dernier segment de l'angle + = ou, si l’on 


’ b x A 
veut, le segment wIR de l'angle — Æ enfin le segment wi I’m’ aura 


manifestement pour limite le segment w’Im; on aura à le faire 
tourner de l'angle + -; on a ainsi retrouvé les trois parties dont l’ac- 


célération du point M est la somme géométrique. 

On observera que la dernière partie n'intervient pas dans l’expres- 
sion de l'accélération normale du point M. Quant aux deux premières 
parties, il est naturel de les composer de la façon suivante : soit (fig. 1), 
sur la normale commune aux deux courbes (C), (C’) un segment IG 
qui, en prenant IK pour direction positive, soit mesuré par le nombre 


V . . . . , es 
—; le point G est dit souvent pôle des inflexions. Les deux premières par- 


ties dont se compose l'accélération du point M sont les segments 
©? MI, w7IG dont la somme géométrique est w? MG, en sorte que, si l’on 


désigne par y la projection orthogonale du point G sur OM, l’accéléra- — 
Ann, de U’ Ec. Normale. 3° Série. Tome 111. — Fevrıer 1886. 9 
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tion normale du point M sera le segment w? Mv; de la construction de 
l’accélération normale, il sera bien facile de déduire la construction du 
centre de courbure de la trajectoire du point M ; mais, avant de m’oc- 
cuper de ce sujet, j'ai besoin de faire une courte digression. 

Supposons que, à l’époque £, on fasse correspondre à chaque point 
M du plan (P) le centre de courbure M’ de la trajectoire de ce point. 
Si l’on considère deux points infiniment voisins M, M,, les points cor- 
respondants M’, M’ seront infiniment voisins, puisque, en vertu de ce 
qui précède, la différence géométrique entre les accélérations normales 
des points M, M, est infiniment petite. 

Il résulte de la que, si l’on considère une courbe (F), invariable- 


Fig. 2. 





ment liée au plan (P), et la courbe (F’) enveloppe des positions que la 
courbe (F) vient occuper dans le plan (p), en sorte que, d’après une 
proposition bien connue, la courbe (F) touche à l’époque ¢, la courbe 
(F’) au pied A de la normale IA abaissée du centre instantané de rota- 
tion I sur la courbe (F), le centre de courbure M’ de la courbe (F’), re- 
latif au point À, correspondra au sens que je viens de dire, au centre 
de courbure M de la courbe (F) relatif au même point A. Il suffit, pour 
s’en convaincre, de jeter un coup d'œil sur la fig. 2. 


x 
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(F) et (F,) sont deux positions de la courbe (F) aux époques 
tett+d;letl'les centres instantanés de rotation aux mêmes épo- 
ques; IA, I’x, sont les normales abaissées respectivement des points 
I, I’ sur les courbes (F), (F,), qui touchent leur enveloppe (F’) en 
A et 2,; x est le point de (F) qui, à l’époque ¢ + At, vient en a,;la 
normale à (F) en & coupe la normale IA en A au point u, infiniment 
voisin du centre de courbure M de la courbe (F) relatifau point A, la 
normale I’a, en a, à la courbe (F,) coupe la droite TA en un point u’ 
infiniment voisin du centre de courbure M’ de l’enveloppe (F’), puisque 
les deux droites IA, ['x, sont deux normales infiniment voisines à cette 
enveloppe ; d’ailleurs à l’époque ¢ + Az le segment au vient occuper 
la position &,p, sur la normale en &, à la courbe (F,), en sorte que la 
droite pz, 2,1’ est la normale en px, à la trajectoire wu, du pointu; par 
suite, le point w’ intersection de deux normales ‘infiniment voisines à 
cette trajectoire cst aussi infiniment voisin du centre de courbure de 
la trajectoire du point M ; par suite enfin, le point M’ correspond bien 
au point M. 

En particulier, le point C centre de courbure de la courbe (C), relatif 
au point I où cette courbe touche son enveloppe (C’), a pour corres- 
pondant le point C’ centre de courbure de la courbe (C’) relatif au 
même point I. 

Ceci posé, conservons dans la fig. 3 les mêmes notations que dans 
la fig. 1, en sorte que, M étant un point quelconque du plan (P), Ile 
centre de courbure à l’époque £, G le pôle des inflexions, + le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point G sur IM, w?My l'accélération 
normale du point M; soit M’ le centre de courbure de la trajectoire du 
point M; supposons enfin que sur la droite IM on ait pris une direction 
positive, quelconque. On aura, en écrivant que le produit de l’accele- 
ration normale par le rayon de courbure est égal au carré de la vitesse 
du point M, 

2 My x MM'— «° MP; 


dans cette égalité MM’, My, MI représentent, avec leurs signes, les 
nombres qui mesurent les segments de mêmes noms; cette égalité 
équivaut à la construction suivante du point M’. Soit S le point où la 
droite MG rencontre la perpendiculaire IN à IM; par le point S menez 
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une parallele à 1G, le point où elle rencontrera la droite IM sera le 
point M’; la figure montre en effet que l'on a 


My MG_ MI. 


— 


MI MS MM’ 





d'où 
(4) My x MM’ = M}. 


Cette méme égalité montre comment le point M’ varie quand le point M 


Fig. 3. 








VI 
lo 
i 


se déplace sur la droite ly; je ne m’y arréterai que pour remarquer que 
le point M’est à l'infini lorsque le point M est en v; le point + est donc, 
en général, un point d’intlexion de sa trajectoire; d’où le nom de cercle 
des inflexions donné au cercle, lieu du point +, décrit sur IG comme 
diamètre. 

Si l’on prend le point I pour origine des segments, l'équation (4) 


prendra la forme 
QE —- IM) (EM — IM) =: M, 


ou 


(3) a 
”) iM Wo 
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qui met en évidence le caractere homographique de la correspondance 
entre les points M’ et M sur la droite IM; les deux points doubles sont 
confondus avec le point]; au point y correspond le point à l’infini, au 
point à l’infini correspond le point y,, symétrique du point y par rap- 
port au point I. Si l’on considère une droite quelconque perpendicu- 
laire à IM comme faisant partie du plan (P), elle touchera son enve- 
loppe au point où elle rencontre la droite Iy: comme son centre de 
courbure est à l’infini sur cette droite, le centre de courbure de l’enve- 
loppe de cette droite sera le point y, correspondant à l’infini; en par- 
ticulier, si la droite passe par le point y,, ce point sera en général un . 
point de rebroussement de l’enveloppe de la droite, d’où le nom de 
cercle des rebroussements donné au cercle, lieu du point y,, symétrique 
du cercle des inflexions par rapport au point I et le nom de pôle des 
rebroussements donné au point G, symétrique du point G par rapport au 
point I. 

Une équation analogue à l'équation (5) relie deux points correspon- 
dants quelconques, nécessairement situés sur une droite passant par 
le point I; on peut, en particulier, appliquer l'équation (5) sur la nor- 
male commune IJK aux deux courbes (C) et (C’); le point G remplace 
alors le pointy, c’est le point auquel correspond le point à l’infini sur la 
droite. A ce point à l'infini correspond le point G,; puis donc que le 
point C’, centre de courbure de (C’), correspond au point C, centre de 
courbure de (C), on a 


I I I fs) . 


(6) | IC = IC — IG 


Il 
< 


enfin, si l’on désigne par 9 l'angle de la direction positive choisie sur 
IM et de la direction positive sur la normale commune; on aura, à cause 
de la relation 

I; — 1G cos», 


I ı I 


I 
(7) | IC mw” 0089 (i mw" 








Ce sont les relations (6) et (7) que j'avais principalement en vue: 
d’après la façon dont elles ont été établies, ‘elles ne prêtent à aucune 
équivoque. 
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A la formule (7) équivaut la construction géométrique connue sous 
le nom de Savary, que je vais développer. 

Soient A, A’ deux points correspondants quelconques (ig. 4), que 
je regarderai comme fixes; si les points correspondants M, M se dépla- 
cent sur la droite ly, les deux rayons AM, A’M’ engendreront deux 
faisceaux homographiques. Puisque deux rayons homologues, à savoir 
Al ct A‘J, sont situés sur une même droite, on voit que le lieu des 
points d’intersection des deux rayons homologues AM, A’M’ est une 


Fig. 4. 





droite; en particulier, le rayon homologue du rayon AyB sera le rayon 
A’B parallèle à I, et le rayon homologue du rayon AC parallèle à [+ 
sera le rayon A’y,C; la droite, lieu des intersections de deux rayons 
homologues, sera la droite BC, qui, en vertu d’un théorème de Géomé- 
trie élémentaire, passe par le milieu I du segment yy,. 

Enfin il convient de remarquer qu'on retrouverait la même droite BC 
si l’on avait remplacé les deux points A, A’ par deux autres points cor- 
respondants A,, A, situés sur Ja même droite AJA’; il suffit, pour s’en 
convaincre, de regarder les points M et M’ comme fixes, les points A, A’ 
comme variables sur la droite AIA’, les rayons homologues MA, M’A’ 
devront se couper sur une droite passant par le point I, etc. Une fois 
qu'on a construit la droite BC, il est aisé d'obtenir le point M, corres- 
pondant à un autre point M, de la droite IM; ce point M, est le point 
où la droite IM est rencontrée par la droite qui joint le point A’ au 
point où la droite AM, rencontre. la droite BC. 

La première construction qu’on a indiquée pour déduire le point M’ 
du point M (ig. 3) rentre dans celle que je viens d'indiquer; elle con- 
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siste au fond a employer, au lieu des points A et A’, le point G et le 
point à l’infini sur la droite IG; elle met en évidence ce fait que la 
droite qui remplace alors la droite BC est la perpendiculaire menée par 
le point I à IM. Cette remarque faite, on peut remplacer le point G et le 
point à Vinfini par deux points correspondants quelconques sur la nor- 
male commune aux deux courbes (C) et (C’), par exemple par les 
points C, C’ et appliquer la règle suivante : le point M’ est le point où 
la droite IM est rencontrée par la droite qui joint le point C’ au point 
où la droite CM rencontre la perpendiculaire en | à la droite IM. 

D’après cela, lorsqu'on se donne deux couples de points correspon- 
dants M, M’ et A, A’, on peut construire la normale commune aux deux 
courbes(C)et(C’), sur cette normale deux points correspondants C,,C, 
et, par conséquent, ensuite Je point qui correspond à un point donné 
quelconque. 

Soit, en effet, C, le point cherché où la droite AM rencontre la nor- 
male commune; soient a et m les points où la droite AM rencontre les 
perpendiculaires élevées en I aux droites IA, IM, les droites A’a, M’m 
se couperont aux points C,: cette construction a élé indiquée par 
M. Gilbert. | | 

Enfin il convient d'examiner le cas où le point M se trouve sur la 
tangente commune en I aux deux courbes (C) et (C’). On voit, en se 
reportant à l'expression ou à la construction de l'accélération normale, 
que le centre de courbure de la trajectoire est en I; on peut dire, si 
l'on veut, que la construction de Savary s'applique encore. 

La transformation qui fait correspondre le point M’ au point M n’est 
pas homographique; elle appartient à cette classe ge transformations 
auxquelles le nom de M. Cremona est attaché. Si l’on prend pour axe 
des x la direction à IT (Ag. 1) et pour axe des y la direction telle que 


°, 2 5 us ’ N . . . rs 7 
angle (x, y) soit égal à + =; c'est-à-dire la direction opposée à IK, 
on aura, entre les coordonnées x, y, x’, y de deux points correspon- 
dants, les relations 

azxy _ ay? 
~ rt yay’ Tartytay 
—az'y' —ay'? 
= zer yt ay” v= zer yt ay” 


wc! 
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en posant 


— ZA, 
@ 


Les projections de l’acceleration totale des points 2, y sur ces axes 
sont respectivement — oz — wy, —w?y+w'r — WV; celles de 


’ e e ° V e 
l'accélération normale sont — w?x, — w? (y+ =)? ces axes convien- 


nent dans les diverses questions où l’on se propose de déterminer, à 
l’époque t, les points du plan qui jouissent d’une propriété donnée 
relativement à l'accélération ou à la courbure de leur trajectoire. 

J'ajouterai enfin que les formules qui donnent l'accélération d’un 
point quelconque du plan (P) ou le théorème qui donne les trois com- 
posantes de cette accélération montrent que la différence géométrique 
entre les accélérations de deux points M, M, est égale à l'accélération 
qu’aurait le point M si le plan (P) tournait autour du point M, avec la 
vitesse angulaire w. On obtient un résultat particulièrement simple si 
l’on prend pour le point M, le point qui a une accélération nulle; ce 
point, situé sur le cercle des inflexions, a pour coordonnées dans le 
dernier système d’axes 


Von’ -- Vo? 


TE —, = 
G)? + aw’? J 


Considérons maintenant un corps solide qui se meut autour d’un 
point fixe O. Soient Ox, Oy, Oz trois axes coordonnés fixes rectangu- 
laires dont l’origine coincide avec le point O; soit à l’époque 2 une 
direction OJ prise sur l’axe instantané de rotation, direction définie par 
les trois coordonnées a, b, c du point J, liées entre elles par la relation 


ao b?-+c?=1, 


en sorte que OJ soit égal à l'unité de longueur. La vitesse angulaire est 

un segment dont la ligne d’action est la même que celle du segment OJ. 

Soit w le nombre qui mesure ce segment quand on prend la direction OJ 

pour la direction positive; soit, enfin, M un point invariablement lié 

au corps solide, dont les coordonnées à l’époque ¢ soient x, y, s. On 
dy ds 


18 dx . . 
aura, pour les projections —, => 7, de la vitesse du point M sur les 
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axes Ox, Oy, O5 


dx d ds 
(1) TT =%(0s5— cry), Se =w(cr—as), Je olay —bx); 


en prenant les dérivées par rapport à ¢, remplaçant ensuite dans les 
dz dy ds r An 
seconds membres => —, > par les valeurs (1), désignant enfin par 


w’, a’, b', c' les dérivées de w, a, b, c, on obtient, pour les projections 
sur les axes Ox, Oy, Oz de l'accélération du point M, 


te = [a(axz+by+cs)—x]+w(b's —c'y) + 0'(b3s — cy), 


(2) | cr = &[b(az+by+cs)—y]+uw(c'x — a'3) +uw(cr— a3), 





=w*[e(rzzr+ by+c¢s)—s] +uw(a'y — Ur) + 0' (ay — bx). 


Ces formules s’interpretent immédiatement ( fig.6); ax + by + cs 
est le segment Of, projection orthogonale sur OJ du segment OM; par 
conséquent a(ax + by + cz) est la projection sur Ox du segment OI, 
et a(ax + by +cz)—~a est la projection sur Ox de la différence 
géométrique 

OI — OM = MI; 


b's — c'y est la projection sur le même axe du moment par rapport au 
point M du segment qui va du point O au point dont les coordonnées 
sont a’, b’, c’; enfin w'(bz — cy) est la projection sur le même axe du 
moment par rapport au point M d’un segment égal à w’ porté sur la 
direction OJ. 

En résumé, l'accélération du point M est la somme géométrique de 
trois segments : 

1° Le segment w? Ml]; 

2° Le segment w?(OAM), OA étant un segment égal à 


Vane 
wo AS 


porté sur la direction définie par les trois quantités a’, 6’, c’, direction 
Ann. de l’Ec. Norm, 3° Série. Tome Ill. — Mans 1886. 10 
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perpendiculaire à OJ; (OAM), conformément aux notations antérieure- 
ment expliquées, est le moment par rapport au point M du segment OA; 
3° Le segment w’(OJM). 
Ce résultat s’établit facilement par des considérations géométriques. 
Soient (fig. 5) OJ, OJ, les directions de l’axe instantané de rotation 
aux époques 2, t + Ar; soient w, w + Aw les vitesses angulaires cor- 
respondantes. Soient M, M, les positions du point M aux époques 


Fig. 5. 


4" 





f, ¢ +At; On, ¢,,, les vitesses de ce point aux mêmes époques; soit 
enfin »,, la vitesse, à l’époque ¢, du point du corps solide, qui, à ce mo- 
ment, coincide avec le point M,; on aura, en donnant aux signes le sens 
géométrique, 

_¢ 


N ’ 
’ pp — 4 
Im, m Om, Vin, Vin, Im 
> —- mm À 


At u At At 


Considérons le second terme du second membre: on a 
En = &(OJM), Om, = ©(OJM:) ; 


la différence géométrique (OJM) — (OJM,) est équipollente au mo- 
ment par rapportau point M, d’un segment MJ’ équipollent à OJ; ona 
ainsi à chercher la limite, pour Az = 0, de l'expression 


MM). 


o(MJ’M,) ___ 0 ( 
At u At 
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(MM, J') 
At 


» segment qui représente la vitesse moyenne du 


D’ailleursil est clair que 





estéquipollent au moment par rapport 

' MM 
a J’ du segment — 
point M pendant l’intervalle de temps Az, ct dont la limite est le seg- 
ment w MN, en supposant MN = (OJM); la limite cherchée est donc 
— w?(MNJ’) = w?(MJ'N). Puisque OJ est égal à un, on obtient le seg- 
ment (OJM) en faisant tourner le segment IM d’un angle droit, dans 
le sens direct, autour de la direction OJ ou, ce qui revient au méme, 
en faisant tourner le segment MI d’un angle droit, dans le sens indi- 
rect, autour de la direction MJ’; le point I, apres ce dernier mouve- 
ment, vient donc en N; mais, puisque MJ’ est egal à un, on obtient le 
moment (MJ’N) en faisant tourner le segment MN perpendiculaire à 
MJ’, d’un angle droit, dans le sens direct autour de la direction MJ’, 
ce qui ramène le point N en J; finalement la limite cherchée est le 
segment w?MI. | 

Considérons maintenant I’ expression 

Vimy — my 

elle est égale a 


fo Bo Oh oO) L € + (05, M,) — (OJM,)] + (OS M). 


Si Oa est un segment équipollent à JJ,, on aura 


(OJ,M,) — (OJM,) = (OaM,); 


d’ailleurs la limite du segment oe n'est autre que le segment wOA, en 


conservant à OA la même signification que dans la démonstration ana- 
lytique ; puis donc enfin que la limite du point M, est le point M, on 
voit que le segment 

5 (05,M,) — (OJM))] 


a pour limite le segment w?(OAM); enfin le segment (OJ,M,) a 


manifestement pour limite w’(OJM ). 
On retrouve donc bien les trois parties de l’acceleration. 
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On a ici à faire les mêmes observations que pour le mouvement d’un 
plan sur un plan; soit des équations (2), soit de leur interprétation 
géométrique, on déduit que la différence géométrique entre les accélé- 
rations de deux points M, L du corps solide est équipollente à l’accé- 
lération qu’aurait le point M si le corps solide tournait autour du 
point L au lieu de tourner autour du point, les éléments du mouve- 
ment étant d’ailleurs les mêmes. Toutefois, dans le cas actuel, si V et w’ 
ne sont pas nuls, le point O est le seul à avoir une accélération nulle. 

Dans l'accélération normale du point M (ig. 6), les deux premieres 
composantes de l’accélération interviennent seules : si le point M est 


Fig. 6. 





situé dans le plan AOJ la première intervient seule, en sorte que l’accé- 
lération normale du point M s'obtient en projetant le segment w?MI sur 
le plan normal à la trajectoire du point M; cette accélération normale 
est donc le segment w?MI lui-même : on conclut de là immédiatement 
que le point I est le centre de courbure de la trajectoire du point M. 

Supposons maintenant que le point M soit quelconque : le segment 
OA, perpendiculaire à OJ, peut être regardé comme la résultante de 
deux segments OA’, OA”, l’un perpendiculaire au plan MOI, l’autre 
situé dans ce plan ; on a alors 


(OAM)=(OA'M)+ (OAM), 


et le second segment (OA”M) n'intervient pas dans l’accélération nor- 
male, qui est la somme géométrique des deux segments w? MI et w?OR, 
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en supposant OR équipollent à (OA’M); le segment OR est situé dans le 
plan MOI normal à la trajectoire du point M et est perpendiculaire 
à OM. Soit IR, un segment équipollent à OR : l’accélération normale 


du point M sera 
@° MI + wIR, = w?MR,; 


en écrivant que le produit du nombre qui mesure l’accélération nor- 
male par le nombre qui mesure le rayon de courbure est égal au carré 
du nombre qui mesure la vitesse, on aura, après avoir supprimé le 


facteur w?, 
Mp x MR, = MI’. 


Dans cette égalité p. désigne le centre de courbure de la trajectoire du 
point M; Mu, MR, sont les nombres qui mesurent les segments de 
même nom, portés sur une même droite MUR,, sur laquelle d’ailleurs 
la direction positive est arbitraire ; MI est aussi le nombre qui mesure 
la longueur du segment de même nom. Il résulte de cette égalité que 
la droite Ou est perpendiculaire sur MR, ; si l’on désigne en effet par 
F, H les points où la droite IR, rencontre les droites OM, Ow, on aura, 
puisque IF est la hauteur du triangle rectangle MIO, 


MI? — MF x MO 


et, par consequent, 
Mu x MR, = MF x MO. 


Les quatre points O, F, x, R, sont donc sur un cercle et, puisque l'angle 
OFR, est droit, il en est de même de l’angle Ow R,; Ow est donc per- 
pendiculaire au plan osculateur, qui n’est autre que le plan qui passe 
par les lignes d’action de l’accélération normale et de la vitesse, c’est- 
à-dire le plan mené suivant la droite MR, perpendiculairement au plan 
MOJ; Op est donc l’axe du cercle osculateur de la trajectoire du 
point M. C'est aussi l’axe du cercle osculateur de la trajectoire d’un 
point quelconque invariablement lié au corps solide et situé, au temps, 
sur la droite OM: cela résulte de la construction précédente ; il est 
d’ailleurs évident a priori qu’il en doit être ainsi. 

Au lieu de construire ainsi le point x, on peut procéder de la ma- 
nière suivante: substituons au segment OA le système équivalent de 
segments obtenus en lui adjoignant les deux segments égaux el opposés 
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Ja, La’, dont le premier est équipollent à OA, en sorte que les deux 
segments OA, Ia’ forment un couple. Soit IG l’axe de ce couple; le 
moment (OAM) sera égal à la somme geometrique’du segment JG et 
du moment (12M); ce dernier segment est perpendiculaire au plan (P) 
mené par le point M perpendiculairement à l’axe instantané, en sorte 
que la projection de l'accélération normale sur le plan (P) s’obtiendra 
en projetant orthogonalement sur le plan normal MOI la somme géo- 
métrique des deux segments w?MI et w7IG ou le segment w?MG; si 
donc on abaisse du point Gla droite Gy perpendiculaire sur MI, la pro- 
jection sur le plan (P) de l’accélération normale sera w?My; par con- 
séquent la droite R,y est perpendiculaire sur la droite My ; si mainte- 
nant on désigne par M’ le point où la droite Op rencontre la droite MI, 
il est clair que les quatre points M’, wu, R,, y sont sur un cercle et que, 
par conséquent, l'on a 


AIM’ x My = Mp x MR, = MP, 


en sorte que, dans le plan (P), le.point M’ correspond au point M, 
absolument d’après la même loi qui permet de déduire, dans le mou- 
vement d'un plan sur un plan, de chaque point du plan mobile le 
centre de courbure de sa trajectoire; dans la fig. 6, les points M, M’, 
1, G, y jouent le même rôle que les pointsde mêmes noms dans la fig. 3. 
Dès qu’on a le point M’, on a l'axe du point osculateur de la trajec- 
toire du point M et le centre de courbure de cette trajectoire. 
Imaginons maintenant une sphère (S) de centre O, de rayon égal 
a un, invariablement liée au corps solide; elle coincidera constamment 
avec une sphere fixe (s). A l’époque 2, le point J est, si l’on veut, le 
centre instantané de rotation sur la sphère (S), dont le mouvement, s’il 
était connu, ferait connaître entièrement le mouvement du corps solide. 
Les lieux des centres instantanés de rotation sur les sphères (S), (s) 
sont des courbes (C), (C’) qui, à l’époque ¢, sont tangentes en J et qui 
roulent l’une sur l’autre. A chaque point m de la sphère (S), faisons 
correspondre le centre de courbure sphérique m’ de sa trajectoire sphé- 
rique; les points », m’ seront, en vertu de ce qu’on vient de démontrer, 
les perspectives sur la sphère (S) de deux points correspondants sur le 
plan (P), l'œil étant supposé en O; les perspectives sur la même sphère 
des lignes d'action des segments Iz, IG sont les grands cercles respec- 
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tivement tangents et normaux en J aux courbes (C) et (C’). Si l’on de- 
signe parc etc’ les centres de courbure sphériques de ces deux courbes 
relatifs au point J, les deux points c el c’ seront, sur la sphère (S), deux 
points correspondants, comme on le voit par un raisonnement identique 
à celui qui a été donné dans l’étude du mouvement d’un plan sur un 
plan. Les deux points C, C’, perspectives sur le plan (P) des points c, c’, 
sont donc des points correspondants sur le plan (P); on pourra donc 
effectuer, sur le plan (P), les constructions de Savary si l’on connaît les 
deux points C et C’ ou, si l’on veut, les constructions correspondantes 
sur la sphère (S) si l’on connaît les points c, c’. Le point m’, corres- 
pondant au point m, sera le point d’intersectiop du grand cercle Jm 
avec le grand cercle qui joint le point c’ au point où le grand cercle, 
mené par le point J perpendiculairement au grand cercle Jm, ren- 
contre le grand cercle cm. On voit de même comment, connaissant 
deux couples de points correspondants sur la sphere, on pourra con- 
struire le point correspondant à un point quelconque. 

Enfin, la propriété des deux figures sur le plan (P) et la sphère (S), 
d’être en perspective, fournit immédiatement les relations entre la vi- 
tesse angulaire w, la vitesse V avec laquelle se déplace le centre instan- 
tanéJ, les rayons de courbure sphérique Jc, Jc’ des deux courbes et les 
arcs de grands cercles Jm, Jm’ qui vont du point J à deux points cor- 
respondants. | 

Supposons, pour simplifier un peu, que le point I coincide avec le 
point J, en sorte que le plan (P) soit le plan tangent en J à la sphère (S). 
On voit sans peine que, si l’orientation de ce plan correspond à la 
direction OJ, l’angle des deux directions (le, IG) est égal à — =. Ceci 
posé, la ligne d’action du segment Ix est la tangente commune aux 
deux courbes (C) et (C’). Supposons qu’on ait choisi sur cette droite 
une direction quelconque IT, la vitesse de déplacement du centre 
instantané de rotation sera représentée alors par un nombre positif ou 
négatif 6 — + V. Si, sur la perpendiculaire à cette droite dans le 
plan (P), on choisit comme direction positive la direction IK telle 


que l’angle (IK, IT) soit égal à + =, on aura 


IG=-; 


6) 
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puis, si l’on choisit sur l’arc de grand cercle tangent à IK, c'est-à-dire 
sur l'arc de grand cercle normal aux deux courbes (C), (C’), la direc- 
tion posilive qui correspond à la direction IK, la’ formule (6) de la 
page 69 montre que l'on a | 


I I 
tangic tangle' 


I _? 
IG” w 


(9) 


Si, enfin, on prend sur le grand cercle Im une direction positive quel- 
conque et que l’on désigne par 9 l'angle que la tangente à cette direc- 
tion menée par le point 1 fait avec la direction IK, on aura 


: I J I I 
(ro) tangle gré (amer ~ tanga) 
Les arcs Ic, Ic’, Im, Im’ sont déterminés à un multiple de x près. 
J'ajouterai enfin que, si l’axe Oz coincide avec la direction OJ, si 
l’axe Ox est parallèle à la direction IT et de même sens, si enfin l’axe Oy 
est déterminé par cette condition que le triedre Oxyz soit trirectangle 
et ait la disposition directe, en sorte que Oy soit parallele à la direc- 
tion IK et de sens contraire, les projections sur ces trois axes de l’accé- 
lération totale et de l’accélération normale du point, dont les coor- 
données sont x, y, z, seront respectivement, en faisant A = =, 
— oy—u!r, wr-w (Ast+y), why; 


or wy 


— Bp plV ry + hay), 5 (z+ yi+ sy), why. 


ri+ y 


On trouvera aussi facilement l’équation du plan osculateur et les 
coordonnées du centre de courbure de la trajectoire du méme point. 
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LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE, 


Par M. MARKOFF, 


PRIVAT-DOCENT A L'UNIVERSITE DE S\INT-PÉTERSBOURG. 


Permettez-moi de vous communiquer les résultats de mes recherches 
sur un certain genre de questions de maxima et minima, provoquées 
par le Mémoire de M. Tchebycheff Sur les valeurs limites des intégrales, 
inséré dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, en 1874. 
La question posée par l'illustre géomètre, dans le Mémoire mentionné, 
peut être énoncée comme il suit : 


Une masse donnée a, est distribuée d'une manière inconnue sur une 
droite AB de longueur I. | 





fp 
A ( D N 
Convenons de déterminer la position de chaque point Y de cette droite 
par sa distance du point A 
AY — LA 
et désignons par m la masse du point Y ou par f(y) la densité au 


Joint Y, de sorte que 
i q 


Xo =Sm ou I (y)ay. 
0 


On demande de trouver une telle distribution de la masse a, pour la- 
quelle les sommes 


un 
) m, ) my, ) MY, ..., Ÿ my", 
ound 
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ou, ce gui est la même chose, les tntégrales 


[ru dy’, fre )y dy, [or Ay) sess fror dy 


aient des valeurs données a priori, respectivement égales a 
Xo, Air He, ss Any 


et, en méme temps, la masse d'un segment donne CD (AC = u, AD = +), 
c'est-à-dire l'intégrale 


J Y (>) dy; 


soll un marumum ou un minimum. 


M. Tchebycheff a donné, mais sans aucune explication, la solution 
de cette question dans le cas où x est égal à un nombre impair 24 — 1, 


el les nombres u et ¢ sont deux racines quelconques du dénominateur 
pe (5) 
9x (3) 


[A+ rer 
en fraction continue. 
Il a aussi indiqué le maximum et le minimum de l’integrale 


f fu)dy 


Xd» Xi) 3° 


de la A“ fraction convergente = dans le développement de l’inté- 


grale 


dans le vas de trois données 


Avant fixé mon attention sur ce genre de questions, je me suis pro- 
posé d'abord de démontrer les inégalités de M. Tchebychelf, qui 
donnent la solution de la question posée dans le premier cas parti- 
eulier mentionné ci-dessus, et je suis parvenu au but en 1883. 

Ma démonstration, fondée sur la considération des paraboles d'ordres 
supérieurs, tangentes aux courbes données dans un nombre donné de 
points, se trouve insérée, en français, dans les Mathematische Annalen 
de M. Klein, pour 1884. 
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J'ai reconnu ensuite que les mêmes considérations peuvent être ap- 
pliquées à la solution de la question générale, si le point C coïncide 
avec Au =o), c'est-à-dire à la determination du maximum et mi- 


nimum de l'intégrale 
f Sly) dy, 
0 


et, en généralisant encore la question, aussi à la détermination du 
maximum et minimum de l'intégrale 


{ fr) ay, 


(}(y) étant une fonction donnée quelconque, assujettie seulement à 
quelques restrictions. 

Les résultats auxquels je suis parvenu ainsi sont contenus dans les 
théorèmes suivants : 


TuéorÈme I. — Pour n égal à un nombre impair 2k — 1, les conditions 
du problème étant satisfaites, la masse totale de la droite AB peut étre con- 
centrée sur k + 1 points de la droite, savoir le point D, k — 1 autres 
points, qui se déterminent par les données du probleme et le point A ou 


B, selon que les nombres 
x(v) et Wi_,(e), 


W,_,(3) désignant le dénominateur de la (k — 1)°"° fraction convergente 


del intégrale 
i # # LA 
f So UN y, 
0 perl —y & 


ont des signes égaux ou différents. 


Les distances 
Di, I, eee, ag ae 


du point A aux A — ı points en question sont les racines de l’équation 


9( 3) 
(3—s)(3— 6") 





=O, 


! 


«’ étant égal à o dans le premier cas et à / dans le second et 9 (=) 
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une fonction entière de degré & + 1 déterminée par les conditions 
o(#)=0, g(0') =0, 


! 
I foe xtdy =o pour (= 0,1,2,...,4—2. 
0 . 


La masse correspondant à la distance x; est donnée par la formule 


pri) 


M; — 
o(ri) 


ou 


-\ _ # ’ 
y) = f sy PE ay, 


Cette distribution de la masse donne le maximum de la masse du 
segment AD, quand on rapporte le potnt D au segment AD, et le-mi- 
nimum, quand on le rapporte au segment DB. 

La méme distribution donne aussi le maximum et le minimum de 
l'intégrale 


f QF) ar, 
0 
Q (y) étant une fonction quelconque, dont les dérivées 


Q'(r), LY), ..., QFN (y) 


ne deviennent jamais negatives entre les limites o et /, ainsi que la 
fonction 2 (y) elle-même. 


THÉORÈME If. — Sin est égal a 2k — 1, comme ci-dessus, pour toute 
fonction Q(y) dont la dérivée d'ordre n + 1 n'est jamais négative entre 
les limites o et l, le minimum de l'intégrale 


4 
f Q(y) f(y) dy 


correspond a la concentration de la masse totale sur k points dont les di- 
stances de A sont les racines de l'équation 


9k(53) = 0, 
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et le maximum à la concentration sur les points A et B et k — 1 autres 
points dont les distances de A sont les racines de l'équation 


Wei (3) = oO. 


THÉORÈME III. — Pour n égal à un nombre pair ak, les conditions du 
problème etant satisfaites, la masse totale peut être concentree sur le point 
D et k autres points ou sur les points D, A, B et À — 1 autres points, selon 


que les dénominateurs 
Uno) et U,(s,0) 


des k'*™** fractions convergentes respectivement des intégrales 


I 
/(v)r (y) f(y) 
fe à J v 


p v—y 


ont des signes égaux ou contraires. 


Dans le premier cas, les distances du point A aux K points en ques- 
tion se déterminent comme les racines de l’équation 


9(3) 





= 0, 


où 9(5) est une fonction entière du degré # + 1, déterminée par les 
conditions 
p(v)—=0, 


l 
f Zureuny'dy = 0 pour 0,1, 2,...,k—14. 
0 


Dans le second, les distances du point A aux 4 — 1 points cherchés 
seront les racines de l’équation 





où 9(5) est une fonction entière de degré £+ 2 s’annulant pour 
53 =0,3 —=/,3—=vet satisfaisant aux conditions 


i 
I snewrd=o pour i=0,1,2,...,k—a. 
9 
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La même distribution donne aussi le maximum et le minimum de 
l'intégrale 


fou ar. 


Q (y) étant une fonction quelconque, qui ne devient jamais négative, 
ainsi que ses dérivées 


Q'(y), Cr), en DIMEN), 
entre les limites o et /. 


TuéorèME IV. — Le nombre n étant égal à 2k, pour toute fonction Q( vy) 
dont la derwee d'ordre n +1 ne devient jamais négative entre les h- 
mites.o et I, le minimum de l'intégrale 


i 
| nf) dy 
eo 
correspond à la concentration de la masse totale sur le point A et k autres 
points, dont les distances de A sont les racines de l'équation 


U,(z,0) =O, 


et le maximum a la concentration sur le point B et À autres points dont les 
distances de A sont les racines de l'équation 


U,(, l) oO, 


Toutes ces propositions, contenant la solution complete des questions 
posées ci-dessus, ont été démontrées par moi dans ma dissertation 
Sur quelques applications des fractions continues algébriques, publiée en 
russe en 1884. 

Eu égard au théorème II, je ferai remarquer qu'il m'a servi aussi 
pour le terme complémentaire de la formule connue des quadratures 
de Gauss et d’autres formules analouues, 

D'ailleurs, j'ai obtenu l'expression de ce terme complémentaire en 
suivant encore une autre voie et prenant pour point de départ l’expres- 
sion précise du terme complémentaire de la formule d’interpolation de 
Lagrange, que vous avez donnée dans le T. 84 du Journal de Crelle. 

Cette nouvelle déduction est publiée en français dans un article 
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des Mathematische Annalen pour 1885. Dans ce dernier temps, je sui 
parvenu à la conclusion que des théorèmes, tout à fait analogues 
aux précédents (en faisant abstraction des formules qui servent à dé- 
terminer les distances des points cherchés au point A), peuvent être 
énoncés dans le cas très général, quand les données sont les inté- 
grales 


af t I 
| S(y) (>) ay, f f(I)h(F) dr, wey f Sr) Ansa (3) dy, 


Avs Ags cs Anes étant des fonctions quelconques données, assujetties 
seulement aux conditions que les déterminants 





| À, he eo ee 

. Ay a À ha hs h ay vee May 
his | Hoy iP MR, As, , .. ve ee nee 
a x, 2, à SET 

pin) 2 … A: 


soient toujours positifs entre les limites y = o et y — JZ, et quand il 
s’agit de trouver les maxima et minima des intégrales 


l v 
f eo a | answer. 


Seulement, quand on à à trouver le maximum et le minimum de la 
premiere intégrale, il faut restreindre la fonction 2 (y) par la condi- 
tion que | 


A A, . hu: Q 
’ , ' / 
MM on Ka 2 
pe UM. Ji, Qu 
ı )(2+1) (n+1) Bint! i | 
| À! AY eee Maney Q nr ) } 


soit >o pour toutes les valeurs de y de o à /, et, dans la recherche du 
maximum et minimum de la seconde intégrale, il faudra poser rn + 2 
conditions analogues. Ces restrictions me sont indispensables pour 
pouvoir étendre certaines propositions, concernant les fonctions en- 
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tieres, aux fonctions de la forme 
Pıkı(Y) + Pohs (y) + eee + Pass hn+1 (y), 


Pis Pas ++ +» Pass désignant des constantes. 
Ainsi, par exemple, au lieu du théorème I, je puis énoncer le 
suivant : 


THEOREME I GENERALISE. — Pour n impair égal a 2k — 1, le maximum 
et le minimum de l'intégrale 


f Q(y) f(y) dr 


correspond a la concentration de la masse de AB sur le point D, sur un 
des points À et B et sur k — 1 certains autres points. 


Les trois autres théorèmes peuvent être généralisés d’une manière 
analogue. 

En terminant, je dois faire remarquer que M. Stieltjes a démontré 
les inégalités de M. Tchebycheff presque à la même époque que moiet, 
en outre, dans la Note des Comptes rendus (novembre 1884), a indiqué 
une proposition analogue aux théorèmes II et IV. 

Cette proposition de M. Stielljes est contenue dans mes théo- 
remes II et IV généralisés, comme cas particulier. 


MÉMOIRE 


SUR LA 


COMBINAISON DES SUBSTANCES GAZEUSES 


LES UNES AVEC LES AUTRES, 


Pan M. GAY-LUSSAC. 


Lu a la Société philomathique le 31 décembre 1808 (1). 


Les corps possèdent, à l’état solide, liquide ou gazeux, des propriétés 
qui sont indépendantes de la force de cohésion; mais ils en ont aussi 
d'autres qui paraissent modifiées par cette force très variable dans son 
intensité et qui dès lors ne suivent plus aucune loi régulière. La même 
compression appliquée à toutes les substances solides ou liquides pro- 
duirait nne diminution de volume différente pour chacune d’elles, 
tandis qu'elle serait égale pour tous les fluides élastiques. De même 
la chaleur dilate tous les corps; mais les dilatations des liquides et des 
solides n'ont offert jusqu'à présent aucune loi régulière, et il n’y a 
encore que celles des fluides élastiques qui soient égales et indépen- 
dantes de la nature de chaque gaz. L’attraction des molécules dans les 
solides et les liquides est donc la cause qui modifie leurs propriétés 
particulières, et il paraît que ce n’est que lorsqu’elle est entièrement 
détruite, comme dans les gaz, que les corps, se trouvant placés dans 
des circonstances semblables, présentent des lois simples et régulières. 


— 


(1) Ce Mémoire a été publié au t. II, p. 207-234, des Wemoires de Physique et de 
Chimie de la Socicté d’Arcueil, Société composée de Laplace, C.-L. Berthollet, Biot, Gay- 
Lussac. Ilumboldt, Thenard, de Candolle, Collet-Descostils, A.-B. Berthollet, Malus. 
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Je vais du moins faire connaître des propriétés nouvelles dans les 
gaz, dont les effets sont réguliers, en prouvant que ces substances se 
combinent entre elles dans des rapports très simples, et que la contrac- 
tion de volume qu'elles éprouvent par la combinaison suit aussi une 
loi régulière. J'espère donner par là une preuve de ce qu'ont avancé des 
chimistes très distingués, qu’on n’est peut-être pas très éloigné de 
l'époque à laquelle on pourra soumettre au caleul la plupart des phé- 
nomenes chimiques. 

C'est une question tres importante en elle-mème et agitée entre les 
chimistes de savoir si les combinaisons se font dans toutes sortes de 
proportions. M Proust, qui paraît avoir fixé le premier son attention 
sur cel objet, admet que Jes métaux ne sont susceptibles que de deux 
degrés d’oxydation, un nunimun el un marımum; mais, entrainé par 
une théorie séduisante, il s'est vu forcé d'admettre des principes con- 
traires à la Physique pour ramener à deux oxydes tous ceux que pré- 
sente quelquefois le même métal. M. Berthollet pense, au contraire, 
d'après des considérations générales et des expériences qui lui appar- 
licnnent, que les combinaisons se font toujours dans des proportions 
très variables, à moins qu'elles ne soient déterminées par des causes 
particulières, telles que la cristallisation, l'insolubilité ou l’elasti- 
cite. Enfin M. Dalton a émis l’idée que les combinaisons entre deux 
corps se font de manière qu'un atome de Pun s’unisse à un atome de 
l’autre, ou à deux, ou à trois, ou à un plus grand nombre (*). Il résul- 
terait de cette manière d'envisager les combinaisons qu'elles se font 
dans des proportions constantes, sans qu'il y en ait d’intermédiaires, et, 
sous ce rapport, la théorie de M. Daltou se rapprocherait de celle de 
M. Proust; mais M. Berthollet l’a déjà fortement combattue dans l'In- 
troduction qu'il a faite à la Chimie de M. Thomson, et nous verrons, 
en effet, qu'elle n’est pas entièrement exacte. Tel est l’état de la ques- 
tion maintenant agitée; elle est bien loin d'être résolue, mais j'espère 
que les faits que je vais énoncer et qui avaient entièrement échappé à 
"attention des chimistes concourront à l’Celaireir. 


(1) M. Dalton a élé conduit à cette idée par des considéralions svslématiques, et on voit. 
par son Ouvrage New System of chemical Philosophy, p. 213, et par celui de M. Thomson. 
t. VI, que ses recherches n'ont point de rapport avec les miennes. 
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Soupconnant, d’après le rapport exact de 100 de gaz oxigène à 200 
de gaz hydrogène, que nous avions déterminé, M. Humboldt et moi, pour 
les proportions de l’eau, que les autres gaz pouvaient aussi se combiner 
dans des rapports simples, j'ai fait les expériences suivantes. J'ai pré- 
paré les gaz fluoborique (‘), muriatique et carbonique, et je les ai 
combinés successivement avec le gaz ammoniacal ; 100 parties de gaz 
muriatique saturent précisément 100 parties de ce dernier gaz, et le sel 
quien résulte est parfaitement neutre, soit que l’on mette l'un ou l’autre 
des deux gaz en excès. Le gaz fluoborique s’unit, au contraire, en deux 
proportions avec le gaz ammoniacal. Lorsqu'on met le gaz alealin 
le premier dans le tube gradué et qu’on y fait passer ensuite l’autre 
gaz, on trouve qu'il se condense un volume égal de l’un et de l’autre, 
et que le sel formé est neutre. Mais, si l'on commence par mettre le gaz 
ammoniacal dans le tube et qu’on y fasse arriver ensuite bulle à bulle 
le gaz fluoborique, le premier se trouvera alors en excès par rapport au 
second, et il en résultera un sel avec excès de base, composé de 100 de 
gaz fluoborique et 200 de gaz ammoniacal. 

Si l'on met le gaz carbonique avec le gaz ammoniacal en le faisant 
passer dans le tube tantôt le premier et tantôt le second, il se forme 
toujours un sous-carbonate (7) composé de 100 parties de gaz carbo- 
nique et de 200 de gaz ammoniacal. Cependant on peut prouver que le 
carbonate d’ammoniaque neutre serait composé de volumes égaux de 
chacun de ses composants. M. Berthollet, qui a analysé ce sel obtenu 
en faisant passer du gaz carbonique dans le sous-carbonate, a trouvé 
qu'il était composé en poids de 73,34 de gaz carbonique et de 26,66 de 
gaz ammoniacal. Or, si l’on suppose qu’il soit composé d’un volume 


égal de chacun de ses composants, on trouve, d’après leur pesanteur 
spécifique connue : 





Acide carbonique. ............................. 71,81 
AMMONIAQUE . ............ ss ee nennen nenn 28,19 
100 ,00 


proportion qui diffère peu de la précédente. 


— 


(1) Nous avons donné, M. Thenard ot moi, le nom de gaz fluoborique au gaz particulier 
que nous avons obtenu en distillant du fluate de chaux pur avec l’acide boracique vitreux. 
(2) C'est le composé désigné sous le nom de carbamate d’ammoniaque. (D. G.) 
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Si le carbonate d’ammoniaque neulre pouvait se former par le mé- 
lange du gaz carbonique et du gaz ammoniacal, il s’absorberait done 
autant d’un gaz que de l’autre; et puisqu'on ne peut l'obtenir qu’au 
moyen de l’eau, il faut en conclure que c’est l’affinité de ce liquide qui 
concourt avec celle de l’ammoniaque pour vaincre l’élasticité de l’acide 
:arbonique et que le carbonate d’ammoniaque neutre ne peut exister 
qu’au moyen de l’eau. 

Ainsi, l’on doit conclure que les gaz muriatique, fluoborique et carbo- 
nique prennent exactement un volume de gaz ammoniacal semblable 
au leur, pour former des sels neutres, et que les deux derniers en pren- 
nent le double pour former des sous-sels. Il est très remarquable de 
voir des acides aussi différents les uns des autres neutraliser un volume 
de gaz ammoniacal égal au leur, et, d’après cela, il est permis de soup- 
conner que, si tous les acides et tous les alcalis pouvaient être obtenus 
à l’état gazeux, la neutralité résulterait de la combinaison de volumes 
égaux d’acide et d’alcalı. 

[n'est pas moins remarquable que, soit qu’on obtienne un sel neutre 
ou un sous-sel, leurs éléments se combinent dans des rapports simples 
qui doivent être considérés comme des limites de leurs proportions. 
D'après cela, en admettant la pesanteur spécifique de l’acide muria- 
tique, que nous avons déterminée M. Biot et moi ('), et celles des gaz 
carbonique et ammoniacal données par MM. Biot et Arago, on trouve 
que le muriate d'ammoniaque sec est composé de 





AMMONIAQUE 2... ce cece eee ee ee eee 100,0 ou 38,35 
Acide muriatique ............ cs. .. 160,7 61,65 
100,00 


proportion qui s'éloigne beaucoup de celle de M. Berthollet : 


AMMONIAQUE ..........sssse nes 100 
Acide....... sossssesese ressens esse 210 


On trouve de mème que le sous-carbonate d’ammoniaque contient 





Ammoniaque ................s.e.ss. 100,0 ou 43,98 
Acide carbonique................. vee. 127,3 56 ,02 
100,00 





(1) Comme le gaz muriatique contient lo quart de son poids d'eau, il no faut prendre 
pour l'acide muriatique réel que les trois quarts de sa densité. 


COMBINAISON DES SUBSTANCES GAZEUSES LES UNES AVEC LES AUTRES. 93 


et le carbonate neutre 





Ammoniaque..... eee cece eee eseeeess 100,0 OU 28,19 
Acido carbonique...........,....... . 254,6 71,81 
100 ,00 © 


Il est facile, d'après les résultats précédents, de connaître les rap- 
ports de capacité des acides fluoborique, muriatique et carbonique; 
car, puisque ces trois gaz saturent le même volume de gaz ammoniacal, 
leurs capacités seront entre elles en raison inverse de leurs densités, 
lorsqu'on aura fait la correction due à l’eau contenue dans l’acide mu- 
riatique. 

On pourrait conclure déja que les gaz se combinent entre eux dans 
des rapports tres simples; mais je vais en donner encore de nouvelles 
preuves. | 

D'après les expériences de M. Amédée Berthollet, l’ammoniaque est 
composée en volume de 


Gaz azote. .................. cee cece este weeeees 100 
Gaz hydrogène...........,......................... 300 


J'ai trouvé (1° vol. de la Société d’ Arcueil) que l’acide sulfurique est 
composé de | 


Gaz sulfureux..................................... 100 
Gaz oxigène..................................... 50 


Lorsqu’on enflamme un mélange de 5o parties de gaz oxigene et de 
100 de gaz oxide de carbone, provenant de la distillation de l’oxide de 
zinc et du charbon fortement calciné, ces deux gaz sont détruits et 
remplacés par roo parties de gaz acide carbonique; par conséquent, 
l'acide carbonique peut être considéré comme compusé de 


Gaz oxide de carbone .............................. 100 
Gaz oxigene ...................................... 50 


M. Davy, en faisant l’analyse des diverses combinaisons de l’azote 
avec l’oxigene, a trouvé, en poids, les proportions suivantes : 


Azote. Oxygène. 
Gaz oxide d'azote. ................. 63,30 36,70 © 
Gaz nitreux........................ {1,05 55,95 


Acide nitrique ..................... 29,50 "70,50 
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in réduisant ces proportions en volumes, on trouve pour le 


Gaz azote. Gaz oxygène. 
Gaz oxide d'azote. ................ 100 49,5 
+ Gaz nitreux....................... 100 108,9 
Acide nitrique.................... 100 204,7 


La premiere et la dernière de ces proportions different peu de celles de 
100 à 50 et de 100 à 200; il n’y a que la deuxième qui s’écarte un peu 
de celle de 1004 100. La différence n’est cependant pas tres grande, et 
elle est telle qu’on pourrait l’attendre dans de semblables expériences; 
mais je me suis assuré qu’elle est entièrement nulle. En brûlant la 
nouvelle substance combustible de la potasse dans roo parties en volume 
de gaz nitreux, il est resté exactement 5o de gaz azote, dont le poids 
retranché de celui du gaz nitreux, déterminé avec beaucoup de soin 
par M. Bérard à Arcueil, donne pour résultat que ce dernier gaz est 
composé en volume de parties égales d’azote et d’oxigene. 

On doit donc admettre, pour les proportions en volume des combi- 
naisons de l’azote avec l’oxigène : 


Graz azote. (Gaz oxygène. 
Gaz oxide d'azote. ................ 100 50 
Gaz nitreux....................... 100 100 
Acide nitrique.................... 100 200 


D'après mes expériences, qui different tres peu de celles de M. Che- 
nevix, l’acde muriatique oxigéné est composé en poids de 


Oxigène . Lc cece ec essor 22,92 
Acide muriatiquo.. ............................. 77,08 


En convertissant ces quantités en volume, on trouve que l'acide 
muriatique oxigéné est formé de 


Gaz muriatique . ........................ssss.e 300,0 
Gaz OXigeno.. ............,,...... css 103,2 


proportion qui diffère peu de 


Gaz muriatique. ................... esse 300 
Gaz oxigene. .............. ses 100 (!) 


—— _ ee en ee Ce mé = MS nc un ee Se + ne Rem 


(1) Dans la proportion en poids de l'acide muriatique oxvgéné, l'acide muriatique est 
supposé privé d’eau, tandis que dans celle en volume il est supposé combiné avec un quart 


ow 
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Ainsi il me parait évident que tous les gaz en agissant les uns sur 
les autres se combinent toujours dans les rapports les plus simples, et 
nous avons vu, en effet, dans tous les exemples précédents, que le rap- 
port de combinaison est der à 1, de 1 à 2 ou de ı a3. Il est bien im- 
portant d'observer que, lorsque l’on considère les poids, il n’y a aucun 
rapport simple et fini entre les éléments d’une première combinaison : 
ce n'est que lorsqu'il y en a une seconde entre ces mêmes éléments que 
la nouvelle proportion de celui qui a été ajouté est un multiple de la 
premiere. Les gaz, au contraire, dans telles proportions qu'ils puissent 
se combiner, donnent toujours lieu à des composés dont les éléments, 
en volume, sont des multiples des uns des autres. 

Non seulement les gaz se combinent dans des proportions tres sim- 
ples, comme on vient de le voir, mais encore la contraction apparente 
de volume qu'ils éprouvent par la combinaison a aussi un rapport 
simple avec le volume des gaz ou plutôt avec celui de l'un d'eux. 

J'ai dit, d'après M. Berthollet, que soo parties de gaz oxide de car- 
bone, provenant de la distillation de l'oxide de zine et: du charbon 
fortement caleine, produisent 100 parties de gaz carbonique en se 
combinant avec 50 de gaz oxigene. Il résulte de là que la contraction 
apparente des deux gaz est précisément de tout le volume du gaz 
oxigene ajouté. La densité du gaz carbonique est donc égale à celle 
du gaz oxide de carbone, plus la moitié de celle du gaz oxigène : ou, 
inversement, la densité du gaz oxide de carbone est égale à celle 
du gaz carbonique, moins la moitié de celle du gaz oxigene. D’après 
cela, et en prenant la densité de l’air pour unité, on trouve que celle 
du gaz oxide de carbone est 0,9678 au lieu de 0,9569 que M. Cruicks- 


—— 


de son poids d'eau, que depuis la lecture de ce Mémoire nous avons démontré, M. Thenard 
et moi, être absolument nécessaire à son état gazeux. Mais, comme le rapport simple de 300 
d'acide à too d’oxigene ne peut étre dû au hasard, il faudrait en conclure que l’eau, en se 
combinant avec l'acide muriatique sec, pour former le gaz muriatique ordinaire, ne change 
pas sensiblement sa pesanteur spécifique. On scrait conduit à la même conclusion par cette 
considération que la pesanteur spécifique de l'acide muriatique oxigéné qui, d’après nos 
expérionces, ne contient point d'eau, est exactement la même que celle obtenue en ajoutant 
la densité du gaz oxigène à trois fois celle du gaz muriatique, et en prenant la moilié de 
cette somme. Nous avons aussi trouvé, M. Thenard et moi, que le gaz murialique oxigéné 
contient précisément la moitié de son volume de gaz oxigene. et qu'il peut détruire, par 
conséquent, un volume d'hydrogène égal au sien. 
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hanks avait déterminée par l'expérience. On sait, d’ailleurs, qu’un vo- 
lume donné de gaz oxigène produit un volume égal d'acide carbonique; 
par conséquent le gaz oxigène, en formant avec le charbon le gaz 
oxide de carbone, double de volume, de même que le gaz carbonique 
en passant sur du charbon rouge. Le gaz oxigène produisant un volume 
égal de gaz carhonique et la pesanteur de ce dernier étant bien connue, 
il est facile d’en conclure la proportion de ses éléments. C'est ainsi 
qu’on trouve que le gaz carbonique est composé de 


Carbone . ...................................... 7,38 
Oxigène...................... “See e cee eee eeeeee 


et le gaz oxide de carbone de 


Carbonc..............................,,..,.... 42,99 
Oxigène........................,.....,........ 57,01 


En suivant une marche analogue, on trouve de même que, si le 


soufre prend roo parties d’oxigene pour produire l'acide sulfureux, il. 


en prend 150 pour produire l’acide sulfurique. En effet, d’après les 
expériences de MM. Klaproth, Bucholz et Richter, l'acide sulfurique 
est composé, en poids, de roo de soufre et 138 d’oxigene. 

D'un autre côté, l'acide sulfurique est composé de deux parties en 
volume de gaz sulfureux et de 1 de gaz oxigene. Par conséquent, le 
poids d’une certaine quantité d'acide sulfurique doit être le même que 
celui de 2 parties d’acide sulfureux et de 1 de gaz oxigène, c’est-à-dire 
2 X 2,265, plus 1,10359 = 5,63359; attendu que, d’après Kirwan, le 
gaz sulfureux pèse 2,265, la densité de l’air étant prise pour unité. 
Mais, d'après la proportion de roo de soufre à 138 d'oxigène, cette 
quantité renferme 3,26653 d’oxigene, et si l’on en retranche 1,10359, 
il restera 2,16294 pour le poids de l’oxigène renfermé dans 2 partics 
d'acide sulfureux ou 1,08147 pour celui de l’oxigene renfermé dans 
r partie. 

Or, comme cette dernière quantité ne diffère que de a centiemes de 
1,10359 qui représente le poids d'une partie de gaz oxigene, il faut 
en conclure que le gaz oxigene, en se combinant avec le soufre pour 
former le gaz sulfureux, n’éprouve qu'une diminution de volume d’un 
cinquantième, et qu’elle serait probablement nulle si les données dont 


DE nn, 
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je me suis servi étaient plus exactes. Dans cette dernière supposition, 
et d’après la pesanteur spécifique du gaz sulfureux de Kirwan, on trou- 
verail que cet acide est composé de 


Mais si, en partant des proportions précédentes de l’acide sulfurique, 
on admet, comme cela paraît probable, que 100 de gaz sulfureux ren- 
ferment too de gaz oxigène, et qu'il faut leur en ajouter encore 5o 
pour les convertir en acide sulfurique, on obtiendra, pour les propor- 
tions de l’acide sulfureux, 


Sa pesanteur spécifique, calculée dans ces mêmes suppositions et rap- 
portée à celle de l’air serait 2,30314 au lieu de 2,2650 que M. Kirwan 
a trouvée directement ('). 

Le phosphore a les plus grands rapports avec le soufre, attendu 
qu'ils ont à peu près l’un et l’autre la même pesanteur spécifique. Par 
conséquent le phosphore doit prendre deux fois plus d’oxigene pour 
devenir acide phosphoreux que pour passer de cet état à celui d’acide 
phosphorique. Et puisque ce dernier est composé, d’après Rose, de 


Phosphore.........................,............ 100,0 
Oxigène . ............... ses sesees 114,0 


A oo SS A SSE aes 


(1) Il serait nécessaire, pour faire disparaitre ces différences, de faire de nouvelles expé- 
riences sur la densité du gaz sulfureux, sur la combinaison directe du gaz oxigéne avec le 
soufre, pour voir s’il y a contraction, et sur la combinaison du gaz sulfureux avec le gaz 
ammoniacal. J'ai trouvé, à la vérité, en chauffant du cinabre dans du gaz oxigène, que 
100 parties de ce gaz ne produisent que 93 de gaz sulfureux. Il m’a semblé aussi qu'il fal- 
lait moins de gaz sulfureux que de gaz ammoniacal pour obtenir un sel neutre. Mais, comme 
ces expériences n'ont pas été faites dans des circonstances convenables, surtout la dernière 
qui ne peut être faite qu'au moyen de l’eau, le gaz sulfureux se décomposant et laissant 
précipiter du soufre aussitôt qu’il est mêlé avec le gaz ammoniacal, je me propose, avant 
d'en tirer aucune conséquence, de les reprendre et d’en déterminer exactement toutes les 
circonstances. Cela est d'autant plus nécessaire que, le gaz sulfureux étant bien connu dans 
ses proportions, on pourra s'en servir pour analyser le gaz hydrogène sulfure. 
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il s’ensuit que l’acide phosphoreux doit contenir 


Phosphore.............................,........ 100,0 
Oxigène . .........................,............ 76,0 


Nous avons vu que 100 parties de gaz azote prennent bo parties de 
gaz oxigène pour former le gaz oxide d’azote, et too parties de gaz 
oxigene pour former le gaz nitreux. Dans le premier cas, la contrac- 
tion est un peu plus forte que le volume du gaz oxigene ajouté ; car 
la pesanteur spécifique du gaz oxide d’azote, calculée dans cette hypo- 
thèse, est 1,52092, tandis que celle donnée par M. Davy est 1,61414. 
Mais il est aisé de faire voir, par des expériences de M. Davy, que la 
contraction apparente est précisément de tout le volume du gaz oxi- 
gène ajouté. En faisant passer l’étincelle électrique à travers un mé- 
lange de 100 parties de gaz hydrogène et de 97,5 de gaz oxide d'azote, 
le gaz hydrogène est détruit, et il reste 102 parties de gaz azote renfer- 
mant celui qui est presque toujours mêlé avec le gaz hydrogène, et de 
plus un peu de ce dernier gaz échappé à la combustion. Le résidu, 
toute correction faite, serait donc à peu près égal en volume au gaz 
oxide d’azote employé. De même, en faisant passer l’étincelle électrique 
à travers un mélange de 100 parties de gaz hydrogène phosphoré et de 
250 de gaz oxide d'azote, il se forme de l’eau et de l’acide phospho- 
rique, et il reste exactement 250 parties de gaz azote; preuve évidente, 
encore, que la contraction apparente des éléments du gaz oxide d’azote 
est de tout le volume du gaz oxigène ajouté. D’après cette considéra- 
tion, sa pesanteur spécifique rapportée à celle de l’air doit être 1,52092. 

La contraction apparente des éléments du gaz nitreux paraît, au 
contraire, nulle. Si l'on admet, en effet, comme je l'ai fait voir, qu’il 
est composé de parties égales de gaz oxigène et de gaz azole, on trouve 
que sa densité, calculée dans l'hypothèse où il n’y aurait aucune con- 
densation de volume, est 1,036, tandis que celle déterminée directe- 
ment est 1,038. 

Saussure a trouvé que la densité de la vapeur de l'eau est à celle de 
l'air comme ro est à 14. En supposant que la contraction de volume 
des deux gaz soit seulement de tout le volume du gaz oxigène 
ajouté, on trouve, au lieu de ce rapport, celui de ro à 16. Cette dif- 
férence et l’autorité d’un physicien aussi distingué que Saussure 


an. 


COMBINAISON DES SUBSTANCES GAZEUSES LES UNES AVEC LES AUTRES. 99 


sembleraient faire rejeter la supposition que je viens de faire; mais 
voici plusieurs circonstances qui la rendent tres probable. Elle a 
d’ahord pour elle une tres forte analogie; en second lieu, M. Trales a 
trouvé, par des expériences directes, que le rapport de la densité de la 
vapeur de l’eau à celle de l’airest de ro à 14,5, au lieu de 10 à 14. 
En troisième lieu, quoiqu’on ne connaisse pas tres exactement le vo- 
lume qu’occupe l'eau en passant à l’état élastique, on sait, d’après les 
expériences de M. Watt, qu'un pouce cube d’eau produit à peu près 
un pied cube de vapeur, c’est-à-dire un volume 1728 fois plus grand. 
Or, en admettant le rapport de Saussure, on trouve seulement 1488 pour 
le voluine qu occupe l’eau lorsqu'elle est en vapeur, et, en admettant 
celui de 10 à 16, on aurait 1700,6. Enfin la réfraction de la vapeur 
aqueuse, calculée dans l'hypothèse de 10 à 14, estun peu plus forte que 
celle donnée par l'observation, mais celle calculée en adoptant le rap- 
port 10 à 16 concilie beaucoup mieux les résultats de la théorie et de 
l'expérience. Voilà donc plusieurs considérations qui rendent tres pro- 
bable le rapport de 10 à 16. 

Le gaz ammoniacal est composé en volume de 3 parties de gaz hv- 
drogene et de ı de gaz azote, et sa densité comparée à celle de l’air est 
0,596 ; mais, si l’on suppose que la contraction apparente soit de la 
moitié du volume total, on trouve 0,594 pour sa densité. Ainsi il est 
démontré, par cet accord presque parfait, que la contraction apparente 
de ses éléments est précisément de la moitié du volume total ou plutôt 
du double de celui de l’azote. 

J'ai prouvé précédemment que le gaz muriatique oxigéné était com- 
posé de 300 parties de gaz muriatique et de too de gaz oxigène. En 
admettant que la contraction apparente des deux gaz soit de la moitié 
du volume total, on trouve pour sa densité 2,468, et par l'expérience 
2,470. Je me suis aussi assuré par plusieurs expériences que les pro- 
portions de ses éléments sont telles, qu’il forme des sels neutres avec 
les métaux. Par exemple, si l’on fait passer du gaz muriatique oxigéné 
sur du cuivre, il se forme du muriate vert légèrement acide, et il se 
précipite un peu d’oxide de cuivre, parce que ce sel ne peut pas être 
obtenu parfaitement neutre. Il suit de la que dans tous les muriates, 
comme dans l’acide muriatique oxigéné, l’acide réduit en volume est 
triple de l’oxigène. Il en serait de même des carbonates et des fluates 
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dontlesacides, sous des volumes égaux, ont la même capacité de satu- 
ration que l’acide muriatique. 

On voit donc, par ces divers exemples, que la contraction qu’&prou- 
vent deux gaz en se combinant suit un rapport à peu près exact avec 
leur volume, ou plutôt avec celui de l’un deux. Il n’existe, en effet, 
que de très petites différences entre les densités des composés obtenues 
par le calcul et celles que donne l’expérience, et il est probable qu’en 
se livrant à de nouvelles recherches on les verrait disparaitre com- 
plètement. 

En se rappelant cette grande loi de l’affinité chimique, que toute 
combinaison donne lieu à un rapprochement des molécules élémen- 
taires, on conçoit difficilement pourquoi le gaz oxide de carbone est 
plus léger que le gaz oxigene. C’est même la principale raison sur la- 
quelle s’est appuyé M. Berthollet pour admettre l’existence de Vhy- 
drogène dans ce gaz et expliquer par là sa faible densité. Mais il me 
semble que la difficulté provient de ce que l’on suppose que le rappro- 
chement des molécules élémentaires est représenté dans les gaz par la 
diminution de volume qu'ils éprouvent en se combinant. Cette suppo- 
sition n’est pas toujours vraie, et l’on pourrait citer plusieurs combi- 
naisons gazeuses dont les molécules constituantes seraient très rappro- 
chées, quoique la diminution de volume fut nulle, et qu’il y eit même 
dilatation. Tel est le gaz nitreux considéré comme formé directement 
de gaz azote et de gaz oxigène, ou de ce dernier et de gaz oxide 
d'azote. Dans le premier cas, il n'y a point diminution de volume et 
dans le second il y aurait au contraire dilatation, puisque 100 parties 
de gaz oxide d'azote et 5o de gaz oxigene en produiraient 200 de gaz 
nitreux. On sait encore que le gaz carbonique représente exactement 
un volume égal de gaz oxigene, et que l’affinité qui réunit ses éléments 
est très forte. Cependant, si l’on admettait que la condensation des 
éléments a un rapport immédiat avec la condensation de volume, on en 
conclurait, à la vérité contre l'expérience, qu’elle est nulle. Autrement 
il faudrait supposer que si le carbone était à l’état gazeux, il se com- 
binerait à volume égal, ou dans toute autre proportion, avec l’oxigene, 
et qu’alors la condensation appârente serait de tout le volume du car- 
bone gazeux. Mais si l’on fait cette supposition pour l’acide carbonique, 
on peut aussi la faire pour le gaz oxide de carbone, en admettant, par 
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exemple, que 100 parties de carbone gazeux, en se combinant avec 50 
de gaz oxigène, en produiraient roo de ve gaz. Quoi qu'il en soit de 
ces suppositions qui ne peuvent servir qu’à faire concevoir que le gaz 
oxigène peut produire un composé plus léger que lui, en se combinant 
avec un corps solide, on doit admettre, comme vérité fondée sur un très * 
grand nombre d'observations, que la condensation qu'éprouvent les 
molécules de deux corps qui se combinent, particulièrement de deux 
gaz, n’a point de rapport immédiat avec la condensation de volume, 
puisqu'on voit souvent que, pendant que l'une est tres forte, l’autre est 
très faible ou même nulle. 

L'observation que les combustibles gazeux se combinent avec le gaz 
oxigène dans les rapports simples der à 1, de 1 à 2, de ı a4, peut 
nous conduire à déterminer la densité des vapeurs des corps combus- 
tibles, ou au moins à approcher beaucoup de cette détermination. Si 
l'on suppose, en effet, tous les corps combustibles à l’état gazeux, un 
volume déterminé de chacun d'eux absorberait un volume égal d’oxi- 
gène, ou le double ou seulement la moitié. Et comme on connait la 
proportion d’oxigene que prend chaque corps combustible à l'état so- 
lide ou liquide, il suffit de convertir l’oxigene en volume et d'y con- 
vertir aussi le combustible, d’après la condition que sa vapeur soit 
égale au volume du gaz oxigène, ou au double, ou à la moitié. Par 
exemple, le mercure est susceptible de deux degrés d’oxidation, et on 
peut comparer le premier au gaz oxide d'azote, Or, d'après MM. Four- 
croy et Thenard, 100 parties de mercure en absorbent 4,16 qui, ré- 
duites en gaz, occuperaient un espace représenté par 8,20.Ces 100 par- 
ties de mercure réduites en vapeurs devront donc occuper un espace 
double, c’est-à-dire, 16,40. On conclut de là que la densité de la 
vapeur de mercure est 12,01 fois plus dense que celle du gaz oxigene, 
et que le métal, en passant de l’état liquide à l'état gazeux, prend un 
volume 961 fois plus grand. 

Je ne m’oceuperai pas plus longtemps de ces déterminations, parce 
qu’elles ne sont fondées que sur des analogies, et que d’ailleurs il est 
aisé de les multiplier. Je terminerai ce Mémoire par examiner si les 
combinaisons se font dans des proportions constantes ou variables ; 
les expériences que je viens de rapporter me conduisent & la discussion 
de ces deux opinions. 
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D'après l’idée ingenieuse de M. Dalton, que les combinaisons se 
font d’atome à atome, les divers composés que deux corps peuvent 
former seraient produits par la réunion d'une molécule de l’un avec 
une molécule de l’autre, ou avec deux ou avec un plus grand nombre, 
“ mais toujours sans intermédiaires. MM. Thomson et Wollaston rappor- 
tent, en effet, des expériences qui semblent coufirmer cette théorie. 
Le premier a trouvé que le suroxalate de potasse contient deux fois 
plus d’acide qu’il n’en faut pour saturer l’alcali; et le second, que le 
sous-carbonate de potasse contient, au contraire, deux fois plus d’alcali 
qu'il n'en faudrait pour saturer l'acide. 

Les résultats nombreux que j'ai fait connaitre dans ce Mémoire sont 
aussi tres favorables à cette théorie. Mais M. Berthollet, qui pense que 
les combinaisons se font d’une manière continue, cite pour preuve de 
son opinion les sulfates acides, le verre, les alliages et les mélanges de 
divers liquides, composés tous très variables dans leurs proportions, et 
il insiste principalement sur l’identité de la force qui produit les com- 
binaisons chimiques et les dissolutions. 

Ces deux opinions ont donc chacune en leur faveur un tres grand 
nombre de fails ; mais, quoiqueentièrement opposées en apparence, il 
est aisé de les concilier. 

Il faut d'abord admettre, avec M. Berthollet, que l’action thermique 
s'exerce indéfiniment d’une manière continue entre les molécules des 
corps, quels que soient leur nombre et leur rapport, et que, en général, 
on peut obtenir des composés à proportions très variables. Mais ensuite, 
i] faut admettre en même temps qu’outre l’insolubilite, la cohésion et 
l'élasticité qui tendent à produire des combinaisons dans des proportions 
fixes, l'action chimique s'exerce plus puissamment lorsque les éléments 
sont entre eux dans des rapports simples, ou dans des proportions 
multiples les unes des autres, et qu’elle produit alors des composés 
qui se séparent plus aisément. On concilie de cette manière les deux 
opinions, et l’on maintient cette grande loi chimique : que toutes les 
fois que deux substances sont en présence l’une de l’autre, dans leur 
sphère d'activité, elles agissent par leurs masses et donnent en général 
des composés à proportions très variables, à moins que ces proportions 
ne soient déterminées par des circonstances particulières. 
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Conclusion. 


J'ai fait voir dans ce Mémoire que les combinaisons des substances 
gazeuses, les unes avec les autres, se font toujours dans les rapports 
les plus simples, et tels qu’en représentant l’un des termes par l’unité, 
l’autre est 1 ou 2 ou au plus 3. Ces rapports de volume ne s’observent 
point dans les substances solides et liquides, ou lorsqu'on considère 
les poids, et ils sont une nouvelle preuve que ce n’est effectivement 
qu'à l’état gazeux que les corps sont placés dans les mêmes circon- 
stances et qu'ils présentent des lois régulières. Il est remarquable de 
voir que le gaz ammoniacal neutralise exactement un volume seinblable 
au sien des acides gazeux, et il est probable que si les acides et les al- 
calis étaient à l’état élastique, ils se combineraient tous à volume égal 
pour produire des sels neutres. La capacité de saturation des acides et 
des alcalis, mesurée par les volumes, serait donc la même, et ce serait 
peut être la vraie manière de l’évaluer. Les contractions apparentes de 
volume qu’éprouvent les gaz en se combinant ont aussi des rapports 
simples avec le volume de l’un deux, et cette propriété est encore 
particulière aux substances gazeuses ('). 


Lettre de M. Aurère a M. le comte BerThoLLer, sur la détermination des 
proportions dans lesquelles les corps se combinent d’après le nombre et la 
disposition respective des molécules dont leurs parties intégrantes sont com- 
posées (?). 


Monsieur LE COMTE, 


Vous savez que, depuis longtemps, l’importante découverte de M. Gay-Lussac 
sur les proportions simples qu'on observe entre les volumes d’un gaz com- 


(1) On a jugé utile de réimprimer, à la suite du Mémoire de Gay-Lussac, la partie de la 
Lettre à Berthollet, dans laquelle Ampère formule la célèbre hypothèse sur la constitution 
des gaz. (D. G.). 

(2) Annales de Chimie, t. XC, p. 43; 30 avril 1814. 
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posé et ceux des gaz composants m’a fait naître l’idée d'une théorie qui ex- 
plique non seulement les faits découverts par cet habile chimiste et les faits 
analogues observés depuis, mais qui peut encore s’appliquer à la détermi- 
nation des proportions d’un grand nombre d’autres composés qui, dans les 
circonstances ordinaires, n’affectent point l’état gazeux. 

Le Mémoire dans lequel j’expose cette théorie avec tous les détails néces- 
saires est presque terminé; mais, comme des occupations d’un autre genre ne 
me permettent pas d'y travailler actuellement, je m’empresse de répondre 
au désir que vous m'avez manifesté de le connaître, en vous en présentant un 
extrait. 

Des conséquences déduites de la théorie de l'attraction universelle, consi- 
dérée comme cause de la cohésion, et la facilité avec laquelle la lumière tra- 
verse les corps transparents ont conduit les physiciens à penser que les 
dernières molécules des. corps étaient tenues par les forces attractives et: 
répulsives qui leur sont propres, à des distances comme infiniment grandes 
relativement aux dimensions de ces molécules. 

Dès lors leurs formes, qu'aucune observation directe ne peut d’ailleurs nous 
faire connaître, n’ont plus aucune influence sur les phénomènes que présen- 
tent les corps qui en sont composés, et il faut chercher l'explication de ces 
phénomènes dans la manière dont ces molécules se placent les unes à l’égard 
des autres pour former ce que je nomme une particule. 

D'après cette notion, on doit considérer une particule comme l'assemblage 
d'un nombre déterminé de molécules dans une situation déterminée, renfer- 
mant entre elles un espace incomparablement plus grand que le volume des 
molécules ; et, pour que cet espace ait trois dimensions comparables entre 
elles, il faut qu'une particule réunisse au moins quatre molécules. Pour ex- 
primer la situation respective des molécules dans une particule, il faut conce- 
voir, par les centres de gravité de ces molécules, auxquels on peut les sup- 
poser réduites, des plans situés de manière à laisser d’un même côté toutes 
les molécules qui se trouvent hors de chaque plan. En supposant qu’aucune 
molécule ne soit renfermée dans l’espace compris entre ces plans, cet espace 
sera un polyèdre dont chaque molécule occupera un sommet, et il suffira de 
nommer ce polyèdre pour exprimer la situation respective dont se compose 
une particule. Je donnerai à ce polyèdre le nom de forme représentative de la 
particule, 

Les corps cristallisés étant formés par la juxtaposition régulière des parti- 
cules, la division mécanique y indiquera des plans parallèles aux faces de ce 
polyèdre ; mais elle pourra en indiquer d’autres résultant des diverses lois de 
décroissement : rien n'empêche d’ailleurs que ceux-ci ne soient souvent plus 
faciles à obtenir qu’une partie des premiers, et dès lors la division mécanique 
peut bien fournir des conjectures, mais seulement des conjectures, pour la 
détermination des formes représentatives. I est un autre moyen de connaître 
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ces formes; c’est de déterminer, par le rapport des composants d'un corps, 
le nombre des molécules qui se trouvent dans chaque particule de ce corps. Je 
suis parti, pour cela, de la supposition que, dans le cas où les corps passent à 
l'état de gaz, leurs particules seules soient séparées et écartées les unes des 
autres par la force expansive du calorique à des distances beaucoup plus 
grandes que celles où les forces d’affinité et de cohésion ont une action appré- 
ciable, en sorte que ces distances ne dépendent que de la température et de 
la pression que supporte le gaz, et qu’à des pressions et des températures 
égales, les particules de tous les gaz, soit simples, soit composés, sont placées 
à la même distance les unes des autres. Le nombre des particules est, dans 
cette supposition, proportionnel au volume des gaz (!). Quelles que soient les 
raisons théoriques qui me semblent l’appuyer, on peut ne la considérer que 
comme une hypothèse ; mais, en comparant les conséquences qui en sont une 
suite nécessaire avec les phénomènes ou les propriétés que nous observons, 
si elle s'accorde avec tous les résultats connus de l'expérience, si l’on en dé- 
duit des conséquences qui se trouvent confirmées par des expériences ulté- 
rieures, elle pourra acquérir un degré de probabilité qui approchera de ce 
qu'on nomme en Physique la certitude. En la supposant admise, il suffira de con- 
naître les volumes à l'état de gaz d’un corps composé et de ses composants, pour 
savoir combien une particule du corps composé contient de particules ou de 
portions de particule de deuxcomposants. Le gaz nitreux contenant par exemple 
la moitié de son volume en oxigène et la moitié en azote, il s'ensuit qu'une 
particule de gaz nitreux est forinée par la réunion de la moitié d’une particule 
d’oxigene et de la moitié d’une particule d'azote ; le gaz formé par la combi- 
naison du chlore et de l’oxide de carbone contenant des volumes de ces deux 
gaz qui sont égaux au sien, une de ses particules est formée par la réunion 
d’une particule de chlore et d’une particule d’oxide de carbone; l'eau en va- 
peur contenant, d’après les belles expériences de M. Gay-Lussac, un volume 
égal d'hydrogène et la moitié de son volume en oxigène, une de ses parti- 
cules sera composée d’une particule entière d'hydrogène et de la moitié d’une 
particule d’oxigéne ; par Ja même raison, une particule de gaz oxide d'azote 
contiendra une particule entière d'azote, et la moitié d’une particule d’oxi- 
gène ; enfin un volume de gaz ammoniacal étant composé d’un demi-volume 
d'azote et d’un volume et demi d'hydrogène, une particule de ce gaz contiendra 
la moitié d'une particule d’azote et une particule et demie d'hydrogène. 

Si nous admettons comme la supposition la plus simple, supposition qui 
ine paraît d'ailleurs suffisamment justifiée par l'accord des conséquences que 
j'en ai déduites avec les phénomènes, que les particules de l’oxigène, de l’a- 





(1) Depuis la rédaction de mon Mémoire, j'ai appris que M. Avogadro avait fait de cette 
dernière idée la base d'un travail sur les proportions des éléments dans les combinaisons 
chimiques. 

Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome II. — Mans 1886. 14 
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zote et de l'hydrogène sont composées de 4 molécules, nous en conclurons 
que celles du gaz nitreux sont aussi composées de 4 molécules, 2 d’oxigene 
et a d’azote ; celles du gaz oxide d'azote, de 6 molécules, 4 d'azote et 2 d’oxi- 
gene ; celles de la vapeur d’eau, de 6 molécules, 4 d'hydrogène et 2 d'oxigène, 
et celles du gaz ammoniacal, de 8 molécules, 6 d'hydrogène et 2 d’azote. 


— 


| SUR LES 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE 


ANALOGUES AUX 


FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES, 
Par M. E. GOURSAT, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Tous les géometres connaissent le beau Mémoire de Riemann sur les 
fonctions hypergéométriques. L’illustre auteur établit que ces fonctions 
sont définies par leurs points de ramification et les exposants de dis- 
continuité, entre lesquels doit exister une certaine relation. Les tra- 
vaux de M. Fuchs sur la théorie des équations linéaires ont rendu ces 
résultats iminédiats et ont permis de les généraliser de différentes 
façons. Mais toutes ces généralisations offrent à première vue quelque 
chose d’arbitraire, qui tient à l’indétermination même du probleme. 
Si, en effet, on essaye d'étendre la définition de Riemann aux intégrales 
d'équations linéaires d’un ordre supérieur au second ou ayant plus de 
trois points critiques, on voit immédiatement que cette extension ne 
peut se faire sans modification. Il faudra imposer aux intégrales, outre 
les conditions de Riemann, des conditions nouvelles, et il est évident 
qu'a priori rien n'empêche de les choisir d’une façon tout à fait arbi- 
traire, pourvu que le problème devienne déterminé. Mais, si l’on se laisse 
guider par les généralisations déjà obtenues et par la théorie des inté- 
grales régulières de M. Fuchs, on est conduit à imposer aux intégrales 
des conditions nouvelles d’une forme très simple. Ces conditions con- 
sistent, d’une manière générale, à supposer que, dans le domaine de 
quelques-uns des points critiques, il existe plusieurs branches linéai- 
rement indépendantes, telles que le quotient de deux d’entre elles est 
uniforme dans ce domaine, 


(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une Note présentée à 
l'Académie des Sciences (25 janvier 1886). 
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Le probleme se trouve alors décomposé en deux autres. D'une part, 
on a à calculer les solutions en nombres entiers et positifs de certaines 
équalions arithmétiques. Ces équations admettent deux systèmes de so- 
lutions connues qui correspondent aux fonctions de M. Pochammer 
(Journal de Crelle, t. 71) et aux séries hypergéométriques d’ordre su- 
périeur (Annales de l’École Normale, 2° série, t. XII). Mais ces deux 
solutions ne sont en quelque sorte que les termes extrêmes d'une série 
indéfinie de solutions; ce qui montre que la question est loin d’être 
épuisée. 

Connaissant un système de solutions des équations précédentes, la 
détermination des coefficients de l’équation linéaire correspondante 
exige des calculs algébriques, qui paraissent devoir être en général 
assez compliqués. En faisant une hypothèse de plus, on est conduit à 
un cas particulier intéressant (auquel on peut d’ailleurs ramener tous 
les autres), où les coefficients sont fournis par des équations du pre- 
mier degré. ll ya deux types d'équations de cette espèce du troisième 
ordre, qui du reste sont bien connus. [I y en a six pour les équations 
du quatrième ordre, dont trois sont connus déjà complètement ; un cas 
particulier d'un des autres types a été rencontré par M. Brioschi dans 
ses recherches sur la transformation du septième ordre des fonctions el- 
liptiques. 

Toutes ces équations jouissent d'une propriété importante. On peut, 
par des calculs algébriques, déterminer les substitutions que subit un 
système fondamental d’intégrales convenablement choisi quand on fait . 
décrire à la variable un contour fermé quelconque. Les coefficients de 
ces substitutions sont des fonctions algebriques des multiplicateurs des 
intégrales dans le domaine des points critiques et ne dépendent pas 
des points critiques eux-mêmes. Dans les cas particuliers auxquels j'ai 
appliqué la méthode, ces coefficients sont des fonctions rationnelles des 
multiplicateurs. Le petit nombre d’équations linéaires pour lesquelles 
on a pu résoudre effectivement ce probleme donne, il me semble, 
quelque intérêt à cette proposition. On en déduit un certain nombre 
de conséquences, qu’il est bien facile d’apercevoir. 

Pour éviter toute ambiguïté, je reserverai le nom de fonctions hy- 
pergéométriques d'ordre supérieur aux fonctions que j’ai étudiées dans 
le travail déjà cité (Annales de l'École Normale). 
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{. Soit 
®(y)=0 


une équation linéaire à coefficients rationnels et à intégrales régu- 
lières, ayant en tout p points singuliers, @,, @,,...,a,_,, @,, ÿ compris 
le point x — x, que nous supposerons toujours un point véritable- 
ment singulier, de sorte que l’on posera a,= æ . La forme générale 
de cette équation sera, comme on sait, 


dr-iy 
\ Py) = TO Tar + ya)" 'F,- :(7) dx" mi 
(1) qn- “ty 
| +[d(r)]"- an) Soc Fr. A ++ Fap yn (2) y=, 
ou 


P(r) = (x — ay) (2 — ar)... (2 — a,-ı) 


et où F,_,(x), ..., Fup-» (æ) sont des polynömes d’un degré marqué 
par leur indice ou de degré moindre. Le nombre total de coefficients 
arbitraires que contient l’équation la plus générale de cette espèce, 
quand on regarde les points critiques comme donnés, est donc égal à 
p—atit+a(p—a)tit...tm(p—a) bi (p—2) ON mM, 
Considérons les diverses équations déterminantes fondamentales re- 
latives aux points critiques @,, @,, ..., a, de l'équation (1), la somme 
des racines de ces p équations ne dépend pas des coefficients de l’équa- 
tion (1). On a en effet la relation suivante, qu'il est bien aisé d'établir, 


mm —1)(p—~ 2), 


(2) Er = 5 


Il suit de là que de ces mp racines mp — 1 seulement peuvent être 
prises arbitrairement, et la dernière sera alors déterminée par la rela- 
tion (2). La connaissance de ces mp — 1 racines entraine mp — 1 
équations de condition bien connues entre les coefficients de l’equa- 
tion (1), nombre inférieur au nombre total des coefficients des que m 
est supéricur à 2 ou p supérieur à 3. Supposons, pour prendre le cas 
général, que, parmi les racines de chaque équation déterminante, il 
n’y en ait pas deux dont la différence soit un nombre entier; les coeffi- 
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cients de l’équation (r) étant choisis de façon à satisfaire aux condi- 
tions précédentes, cette équation possédera bien, dans le domaine de 
chacun des points critiques, m intégrales appartenant respectivement 
aux exposants voulus. Mais, comme il reste encore un certain nombre 
de coefficients arbitraires, on voit que, quand on se donne la forme 
d’un système fondamental d'intégrales dans le domaine de chacun des 
points critiques, cela ne suffit pas pour déterminer complètement l’é- 
quation ni par suite ses intégrales. Les intégrales de l'équation linéaire 
la plus générale d’ordre m ayant p points singuliers, de la forme écrite 
plus haut, ne sont donc pas susceptibles d'une définition analogue à 
celle de Riemann pour les fonctions hypergéométriques de Gauss. 


2. Il est donc nécessaire, pour généraliser le probleme, d’imposer 
aux intégrales de nouvelles conditions. On pourrait, par exemple, faire 
intervenir les relations linéaires entre les différents systèmes d’inte- 
grales (voir RiEMANN, Gesammelte Werke, p. 357); mais les générali- 
sations connues jusqu'ici reposent sur des principes tout différents, 
que la théorie générale de M. Fuchs permet encore d’exposer tres sim- 
plement. Supposons qu’une ou plusieurs des équations déterminantes 
contiennent des groupes de racines, dont les différences mutuelles sont 
des nombres entiers tous différents de zéro. Si on laisse aux coefficients 
restés arbitraires toute leur indétermination, il s’introduira forcément 
des termes logarithmiques dans le groupe d’intégrales correspondant; 
et, si l’on veut faire disparaitre ces termes logarithmiques, on sera 
amené à introduire de nouvelles équations de condition entre les coeffi- 
cients. Pour plus de précision, soit x = a un point singulier quelconque 
d'une équation linéaire analogue à l’équation (1) et 


”, + r + a, eee "— .M-ı 


un groupe de A racines de l’équation déterminante relative à ce point, 
OÙ 7,, gs +. 7,_, sont des nombres entiers positifs tous différents, 


rangés par ordre de grandeur croissante ; admettons en outre que, pour | 


une autre racine 7’ ne faisant pas partie du groupe, la difference” — r 
n’est jamais un nombre entier. Pour que l'équation proposée admette, 
dans le domaine du point 2 =a, À intégrales linéairement distinctes de 


la forme 
(2—a)P(x—a), (r—-a)+mP,(r—a), ..., 
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ou P(x — a), P\(w—a), ... désignent des fonctions holomorphes dans 
ce domaine et différentes de zéro pour x = a, il faudra que les coeffi- 
cients de l'équation proposée vérifient cn outre 


A(A—1) 


2 


équations de condition qui, jointes aux A relations qui expriment que 
r, P+ Rise +, sont racines de l’équation déterminante, don- 
nent en tout | 

A(A +1) 


2 


équations entre les coefficients de l’équation proposée. Si l’on pose 
@ = errr 


on voit que toutes les intégrales précédentes sont multipliées par le 
facteur w lorsque la variable décrit un lacet dans le sens direct autour 
du point x = a; je dirai, pour abréger, que ces intégrales ont le même 
multiplicateur. Ainsi l'existence d’un groupe de A intégrales ayant le 
mème multiplicateur dans le domaine d’un point critique et apparte- 
nant respectivement à des exposants déterminés entraine 


A(A +1) 
2 


équations de condition entre les coefficients de l’équation (1). 

En particulier, si l’on suppose A = m, toutes les intégrales auront, 
dans les environs du point x = a, le même multiplicateur, et ce point 
ne sera qu’un point singulier apparent ou du moins on pourra le 
ramener à être tel par un changement bien connu de fonction. On peut 
remarquer que l’existence de ce point singulier apparent exige 


m(m+1) 
2 


équations de condition et que le nombre des coefficients de l’équa- 
tion (1) augmente d’autant lorsque le nombre des points critiques 
augmente d'une unité. La présence d’un point singulier apparent 
connu n'introduit par conséquent aucun nouveau paramètre. 
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3. Cela posé, nous partagerons les racines de l’équation détermi- 
nante, relative à un point singulier a,, en A; groupes, deux racines d’un 
même groupe ne differant que par un nombre-entier, toujours diffé- 
rent de zero, ct deux racines de deux groupes distincts ne différant 
jamais d’un nombre entier. Supposons de plus que, dans chacun de ces 
sroupes, il n’y ait pas deux racines égales, ct soient m, my’, ..., m), 
les nombres respectifs de racines dans chacun d’eux. 

Nous avons vu que les m;,’ intégrales correspondant aux racines du 
premier groupe contiendront des termes logarithmiques, à moins que 
a mm ti), . woe 
les coefficients ne verifient ———1— équations de condition, et de 


(a 


méme pour chacun des autres groupes. 


Si Von applique ceci à tous les points critiques a,, a,, ..., a, de 
l'équation (1), le nombre total des équations de condition ser: 


i=pA=À 


D D mi (mm!) +1) ; 
ee + , 
2 


tml A=! 


car, en vertu de la relation (2), une des équations se trouve satisfaite 
identiquement. Pour que l’équation (1) soit complètement déterminée, 
il faudra donc que l’on ait 


1=p k=), 
{MM 


( tf) ° — 
3 CICR papes CENTER) 


2 2 
i=1 k=1 


à la relation (3) nous devrons joindre aussi les relations évidentes 
k=); 


(4) Ÿ mp=m (1—=1,2,...,p). 
ki 


4. Toute équation de la forme (ı), qui est complètement déterminée 
par la forme de ses intégrales dans le voisinage des points critiques, 
correspond à un système de solutions en nombres entiers et positifs des 
équations (3) et (4). Nous sommes ainsi conduits à rechercher en pre- 
mier lieu tous les systèmes de solutions de ces équations. 

Je remarque d’abord qu’étant donnée une solution, on peut en de- 
duire une autre en changeant p en p + 1 et en posant m£*'— m; cela 
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revient à supposer que l'équation (1) possède un point singulier de 
plus et que ce point est un point singulier apparent. Comme on peut 
répéter cette opération autant de fois qu’on le veut, on voit que de 
toute solution des équations (3) et (4), on peut en déduire une infi- 
nilé. En d’autres termes, à toute équation de la forme (1) jouissant de 
la propriété voulue, il correspond une infinité d'équations linéaires 
jouissant de la même propriété et ayant un nombre quelconque de 
points singuliers apparents, outre les points critiques de la pre- 
mière. Inversement, si l’on connaît un système de solutions des équa- 
tions (3) et (4), où un ou plusieurs des nombres m; soient égaux à m, 
on peut en déduire un autre système de solutions où tous les nombres 
m, seront inférieurs à 2. On peut donc se borner à rechercher ces sys- 
temes de solutions; chaque suite, telle que m‘, mi, ..., m}, se compo- 
sera au moins de deux nombres. 

L’équation (3) peut s’ecrire, en tenant compte des équations (4), 

i=pk=i 
(mi)? + mp=2+m(pm+p—am), 
i—1 k=1 
c'est-à-dire 
(5) (mo }—=2+ mt(p—2); 
izi k=1 

on peut encore la mettre sous la forme suivante : 
=), 

(mi)? | = a(m?—1). 

i 


i=p k 
(6) Ÿ m—\ 
i=1 k 


La somme Z(m})? aura sa plus grande valeur lorsque la suite des 
nombres m‘ , zn}, ..., mi, se réduira à deux nombres, l’un égal àm— 1, 
l'autre à l'unité. On aura donc 

Z(mi,)!<m?— 2m +2, 
et le premier membre de l’équation (6) sera au moins égal à 
2p(m—1). 

On aura, par conséquent, 


a(m?—1)22ap(m—1) 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome Ill. — Avrit 1886. 19 
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et, par suite, 
p<m-1. 


Ainsi, pour une valeur donnée de m, le nombre des points critiques non 
apparents ne pourra depasser m + ı. Si cette limite est atleinte, on aura 
pour chaque point singulier, =m-— ı,r, =1, c'est-à-dire que m — 1 
intégrales auront le même multiplicateur dans le domaine de chaque 
point critique. C'est à ce type que se rattachent les équations de M. Po- 
chammer (Journal de Crelle, t. 71), et nous verrons plus loin que toutes 
les équations du même type peuvent se ramener à celles-là. 

On obtient encore une solution en prenant, quel que soit m, 


m=m)=...=m,) —i1, 
— (2) nm?) — — m? — 
p—=3 mm} —...—=m}—:1, 


(3) m __ (3) __ 
my =m 1, m, =I. 


C’est à cette solution que se rattachent les séries hypergéométriques 
d'ordre supérieur, et j'ai fait voir (doc. cit., p.412) que toute autre équa- 
tion du même type pouvait se ramener à une équation hypergéomé- 
(rique; mais il est clair que nous n’avons là que des solutions tout à 
fait particulières du problème. 

L’equation (5), jointe à la condition om +1, montre que, pour 
une valeur donnée de m, il n'y a qu’un nombre limité de systèmes de 
solutions, abstraction faite de ceux que l'on peut en déduire par le 
procédé indiqué plus haut. La recherche de ces solutions nous amène 
à considérer toutes les décompositions possibles en une somme de 
carrés du nombre entier 2 + m?(p — a), pourvu qu’elles soient com- 
patibles avec les équations (4). Je laisse de côté pour le moment la 
discussion de ce système, et je me borne à reproduire les solutions 
pour mn = 3 et m = 4. 


m= 3. 
mY mi = ma — x, 
(I) 0 — 3 ma = mem? 1, 
mi — 2, mS) — 1; 


(1) (3) _ (3) — ($) — 
nl LL, jme metz m= mia, 
(11) p=4 


(1) — (2) — (3) — ($) — 
mm} =mS=mh—1. 
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m= 4. 
(9) (1) — (1) — (1) — 
| = mp = mi mr, 
(1) o= 3) mama m=me ir, 
(3) — (3) — pe 
| m= 3, m1; 
(1) — (1) — (1) — (11 — 
wo = mW" —=m{i’=mi= 1, 
(11) = mi? — 2, me = mP—1, 
(31 n3)— ae 
mm —3; 
(1) — A) — ppt — 
\ = 2, m= mpP—1, 
(III) p=3( m?—2, mo = me —:1, 
(3) — (3: _—_ (3) |. 
| mi = 2, m3 = me '—1; 
! (1) — 14) — 
| m= 3, m=, 
(2) — (2) — 
IV ear = 3, m=, 
(IV) “a 13) — 3 13) — 
| = 3, ma, 
D pt pt mt pe 
m= mé = m= mi) —:; 
mi — (D — 
| m\—3, my) ==1, 
(2) — (2) — 
\ _ 4 mi — 3, m1, 
(N) P—4: Ma — ma) — a 
| 1 77 ı “9 
($e ($) — (400). 
m\ = 2, mY) = mm} —:; 


(1) 9 — ppt — 
| =3=mj’=1, 
(2) iR — 
VI _4 mt — m= a, 
(V1) P= | ma = m3— 0 
1 — m, —2, 


($) mt) ae 


(1) — (2) — mi — pol) — mi) — 
mim! = mi?’ =m" = ms) = 3 
~ 1 1 1 

(VID) p = 9 ' , , 


(1) — (2) — (3) —_ (4) — (8) __ 
nym =mÿ=m} = mm = 1. 


5. Supposons connu un système de solutions des équations (3) 
et (4), et donnons-nous arbitrairement les points @,, Q,, ..., a,., 
ainsi que les exposants de discontinuité, en supposant qu’on puisse les 
partager en groupes, comme il a été expliqué plus haut, et qu'ils véri- 
fient la relation (2). Pour que l'équation (1) admette dans le domaine 
de chacun de ces points singuliers un système fondamental d'intégrales 
appartenant aux exposants choisis et ne contenant pas de logarithmes, 
les coefficients des pglynömes F doivent satisfaire à des relations dont 
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le nombre est précisément égal au nombre de ces coefficients, de sorte 
que le problème est détermine. 

Il est aisé de voir que les coefficients des polynömes F seront donnés 
par des équations algébriques; mais la discussion de ces équations dans 
le cas général parait très compliquée, au moins si l’on veut l’aborder 
par des méthodes directes. Dans ce qui suit, je considère un cas parti- 
culièrement intéressant, où les coefficients sont fournis par des équa- 
tions linéaires dont la formation est très simple. Je démontre plus loin, 
du reste, que les autres cas ne sont pas essentiellement distincts de 
celui-là. 

Admettons que les racines de chacun des groupes relatifs à l’un 
quelconque des points singuliers forment une progression arithmé- 
tique ayant pour raison l'unité telle que 7, r +1, ..., r+n—t. 
Cette hypothèse exclut, comme l’on voit, l’existence de points singu- 
liers apparents pour l'équation (1), car une transformation telle que 
y = (x — a} u les ramènerait à des points ordinaires. Si la condition 
précédente est satisfaite pour tous les points singuliers de l’équa- 
tion (1), y compris le point 2 = 2%, nous allons voir que la détermina- 
tion des coefficients se fera au moyen d'équations du premier degré. Je 
m’appuierai pour cela sur le théorème suivant, que j'ai démontré dans 
le travail déjà cité (Annales de l’École Normale, 2° série, t. XII, p. 265). 


Pour qu'une équation différentielle linéaire d'ordre m admette une in- 
tégrale holomorphe dans le domaine du point a, la valeur de cette 
intégrale et de ses p — 1 premières dérivées pouvant être prises arbitraire- 
ment pour x =a, u faut et ul suffit qu'elle soit de la forme 


a" y dm-1 
(eat TE + Qi) (2 a 
dr+!y 
(7) + (2 a) Omar (2) FG 


+ On ++ On(@)y =o, 
Q,, Q:, ..., Q,, étant des fonctions holomorphes de x dans le domaine du 
point a, et que l'équation 
o(r)=(r—p)..(r—m+ı) — Q,(a)(r —p)..(r— m -+ 2)..— Q”-P(a)=o 


n’admette pour racine aucun nombre entier positif supérieur à p — 1. 


rte. = - 


SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIABLE, ETC. 117 


Remarquons qu'une intégrale holomorphe dont la valeur est arbi- 
traire, ainsi que celles de ses p — 1 premieres dérivées, pour x = a, 
équivaut en réalité à p intégrales holomorphes linéairement distinctes 
appartenant respectivement aux exposants 0,1, 2, ..., p — 1. L’équa- 
tion 9(7) = o n’est autre chose que l’équation déterminante fonda- 
mentale relative au point x = a quand on a divisé le premier membre 
par le produit r(r—1)...(r — p+1). La seconde condition sera donc 
satisfaite si cette équation n’admet pas d’autre racine entière. 

Pour qu’une équation linéaire d'ordre m admette dans le domaine 
du point a une intégrale de la forme 


(x a)'P(x —a), 


où P(x — a) désigne une série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de æ — a, dont les p premiers coefficients sont 
arbitraires, il faudra qu’en faisant la transformation 


y =(x—a)'u, 


l’équation en w soit de la mème forme que l'équation (7). Cette 
condition sera suffisante pourvu que l’équation déterminante rela- 
tive au point a n’ait pas d'autre racine faisant partie du groupe 
r,r+i,....r+p—t. Si le point critique coincide avec le point 


= — =, on commencera par le ramener à l'origine en posant 


6. Le problème de Riemann généralisé pourra alors être posé 
comme il suit. Considérons un système de m fonctions y,, Ya» ..., Ym 
d’une variable x, assujetties aux conditions suivantes : 

1° Chacune de ces fonctions est holomorphe dans le voisinage de 
toute valeur de x, sauf dans le voisinage des points a,,Q,, ... Q,_,,%; 

2° Quand on fait décrire à la variable x un chemin fermé quelconque, 
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos 
fonctions sont liées aux valeurs initiales par des relations linéaires et 
homogènes à coefficients constants ; 

3° Dans le domaine du point singulier a,;(¢ =1, 2,...,p) on am 
branches linéairement indépendantes qui se partagent en À; groupes. 
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comprenant respectivement m‘, m‘, ..., my) fonctions. Les branches 
du 4*™* groupe sont de la forme 


y = (2 — a)" Py(x — ai), 


où P, (a —- a;) représente une série convergente ordonnée suivant les 
puissances positives et croissantes de x — a;, les m;’ premiers coeffi- 
cients pouvant être pris arbitrairement; aucun des nombres 7) — ri 
n'est un nombre entier. Dans cet énoncé on devra remplacer x — oo 


yar 
| . Tv 


ah 


4° Les nombres mi verifient les équations (3) et (4), et entre les 
exposants 7,’ on a la relation 


(9) 5 = 


i=) 
1 


koh | | | 
Ÿ | mi? if + min] __m(m — 1)(p—2) 
A=1 


Il existe, en general, un système de fonctions y satisfaisant à ces con- 
ditions, et ce systeme est unique, en ne regardant pas comme distincts 
les systèmes obtenus en prenant des combinaisons linéaires et homo- 
gènes des premières fonctions. 

Les fonctions y,, y.,..., Vm» si elles existent, forment évidemment 
un système fondamental d’integrales d’une équation linéaire d'ordre m 
à coefficients rationnels de la forme (1). Cette équation ne pourra 
présenter comme points singuliers, outre les points a,, @,,..., a, que 
des points singuliers apparents. Supposons qu’elle admette y points 
singuliers apparents; la somme des racines des équations détermi- 


. . . , , oe _m(m-—.ı) 
nantes relatives à ces points sera forcément supérieure à g—— ; 





En désignant par IR cette somme, on aura 


mm —1) 
q 


u 


(10) ZR> 





La relation (2) nous donne alors 


(t1) En. y | 


on ONE Om — ı m(m—ı -q—2 
mip pi + h Ä | — (m— Mord ) 
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relation incompatible avec la relation donnée (9) et l’inégalité (ro). 
On aura donc g =o et l'équation cherchée sera exactement de la 
forme (1). 

Considérons d’abord un point singulier a; à distance finie; pour 
qu'il existe dans le domaine de ce point un groupe de my intégrales 


de la forme (x — a) P,(x — a;), il faudra, comme on l’a vu tout à 


l’heure, qu’en posant y = (x — a,)u, la nouvelle équation en wait la 
NY i 

forme (7), où p =m’. Or, quand on fait cette transformation dans l’é- 

quation (1), on obtient une équation de méme forme 


qm 1Iy 
(12) DO (ur) LLe]" — Tg Ur) Fit 1 rer ee + Fes (2) = 0, 
où For spas ce Fun sont des polynömes entiers en x d’un degré 
marqué par leur indice, qui s'expriment linéairement au moyen des 
polynômes F,.,,..., F1 et de quantités connues. Il faudra donc 


. eo + 0) a Pa 
que F„,-,(2) soit divisible par (æ —a;)"*, le polynôme précédent 


par («—a)™—', ... et enfin F,, par (x — a,). Ilen résulte, pour 


m— m, N 
les coefficients de l’équation (1), un nombre de relations égal à 
mp (mm +1) 
2 
inconnus. 


» et ces relations sont linéaires par rapport aux coefficients 


. I I . 
Pour le point æ = — =», on posera d’abord x = -; les coefficients 


de l’équation en ¢ sont des fonctions linéaires des coefficients de la 
premiere, et la conclusion s'applique encore à ce cas. 
Ainsi, si les équations (3), (4)et (9) sont vérifiées par les nombres 
m, et r,', les coefficients inconnus de l'équation (1 1) seront déterminés par 
un système d'équations lineaires en nombre égal a celui de ces coefficients. 


7. Nous pouvons conclure de là qu'en général le probleme admettra 
une solution et une seule ; dans chaque cas particulier que l’on voudra 
étudier, on pourra effectuer le caleul des coefficients sans être jamais 
arrêté par la résolution d’une équation algébrique. Les sculs cas sin- 
guliers que l’on pourra rencontrer sont ceux qui se présentent norma- 
lement dans la résolution d’un système de x équations linéaires à un 
nombre égal d’inconnues. 11 parait évident, d’après la nature de la 
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question, qu'il ne pourra y avoir indétermination, au moins si on 
laisse aux paramètres restés arbitraires, tels que les a; et les ri, toute 
leur généralité. Mais il pourra y avoir incompatibilité. Je vais en 
donner un exemple, qui nous fournira en même temps une relation 
d’inegalite importante que doivent vérifier les nombres m;'. Soit M; le 
plus grand des nombres m,”, ..., my), et M,, My, .... M, les nombres 
analogues pour les p points critiques. Supposons, ce que l’on peut tou- 
jours faire, qu'aucun de ces nombres n’est inférieur à M, et posons 


les équations précédentes seront incompatibles toutes les fois que on 
sera plus grand que m(p — 2). En effet, par une transformation déjà 
employée plusieurs fois, on pourra supposer que l'équation (1) admet 
une intégrale holomorphe dans le domaine du point x = a;, la valeur 
de cette intégrale et de ses M; — 1 premières dérivées pouvant être 
prise arbitrairement pour x = a;,. Le coefficient de y devra donc être 
i=p—1 
divisible par le produit Il (a —a;)", c’est-à-dire par un polynôme 
i=1 
de degré on. Comme ce coefficient est de degré m(p — 2), il sera iden- 
tiquement nul. Il suit de là que l’équation déterminante relative au 
point oo devra admettre une racine nulle au moins et, si cette condi- 
tion est remplie, l'équation (1) ne sera pas complètement déterminée. 
(est ainsi que, parmi les solutions données plus haut pour les équa- 
tions (3) et (4) dans le cas où m# — 4, on devra exclure la qua- 
trième. 

Si, pour un système de valeurs attribuées aux nombres m, p, m°, les 
équations (3) et (4) sont vérifiées et si les équations linéaires qui dé- 
terminent les coefficients n’offrent ni incompatibilite ni indétermina- 
tion, on aura un Zype d'équations linéaires d’ordre m ayant p points 
critiques, analogue à l’&quation du second ordre qui admet pour inte- 
grale la série hypergéométrique de Gauss. On aura dans ce type, comme 
paramètres arbitraires, les p —1 points critiques a,, @,, ..., a,_, et les 
exposants 7,’ assujettis à vérifier la relation (9); le nombre total de ces 
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parametres sera donc 


On peut, sans diminuer la généralité, supposer a, = 0, a, =1, 
r= O(t=1, 2,...,9—1), ce qui diminue le nombre des arbitraires 
dep + 1 unités. Le nombre total des paramètres contenus dans ce type 


sera donc égal à 
‘=f 
Ja 3, 


a= 


ou au nombre des groupes d’intégrales diminué de trois unités. Je 
remarque que les fonctions de M. Pochammer et les fonctions hvper- 
geometriques d’ordresupérieur sont des intégrales d’équations linéaires 
qui constituent des types particuliers de cette espece Pour chacun 
d'eux, le nombre des paramètres arbitraires est am —1. 


8. Pour en finir avec les généralités, je démontrerai maintenant une 
propriété importante du groupe de ces équations. Supposons que l'on 
ait obtenu un type d'équations, tel que ceux que nous venons de dé- 
finir, et laissons aux paramètres qui entrent dans cette équation toute 
leur généralité, de sorte que l’on pourra écarter toute relation algé- 
brique ou transcendante qui ne serait pas une conséquence des condi- 
tions déjà établies. En particulier, nous écarterons les cas singuliers 
où l'équation ne serait pas irréductible. Cela posé, je dis que la 
recherche du groupe de l'équation se ramène à des calculs algébriques. 
Pour fixer les idées, supposons tous les points singuliers de l’équation 
a distance finie, de façon que l'intégrale générale soit uniforme et 
continue dans le domaine du point x =». Dans le voisinage du point 
x —=4;, on a m intégrales linéairement distinctes y®, y}, ..., ve 
qui se partagent en A, groupes; les intégrales d’un même groupe sont 
multipliées par le facteur 


oy) = er vat 

lorsque x décrit un lacet dans le sens direct autour du point x = a;. 

Par chaque point critique menons une coupure s’etendant jusqu’à l'in- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ul, — Avaıı 1886. 16 
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fini, de façon que deux de ces coupures ne se croisent pas entre elles : 
toutes les intégrales y, deviennent, grâce à ces coupures, des fonctions 
uniformes de la variable dans toute l’étendue du plan. Cela fait, entre 
les p systèmes d'intégrales, on a 9 — 1 systèmes de relations linéaires et 
homogènes que j'écris sous la forme suivante : 


non pe D y + + an y, [ 
=a chee alte | 
a) PS OPE + PVD ++ Ons 


| (¢= 3,3, ...,p); 
Ju ONE HI ++ ny ms 


le nombre total des coefficients constants «a, b, ..., l'est m?(p —1). Il 
est évident que le groupe de l'équation ne dépend que de ces coeffi- 
cients et des multiplicateurs w;. 

Soit Y,, Y,...., Y, un groupe de n intégrales linéairement indé- 
pendantes ayant un même multiplicateur w dans le voisinage d’un 
quelconque des points singuliers a. Si l'on pose 


| Y, = a Z,+ a Z, +... + aZ,, 


Y,=2PZ,+02Z,4+...4+ az, 


où les a!’ sont des coefficients constants arbitraires dont le détermi- 
nant est différent de zéro, il est clair que les n intégrales Z,, Z, ..., Z, 
sont encore linéairement indépendantes et qu’elles auront le même 
multiplicateur dans le domaine du point x = « que les intégrales Y. 
Concevons que l’on fasse une transformation semblable pour tous les 
groupes d’intégrales de l'équation. Les relations (13) seront rempla- 
cées par des relations de même forme 


SP AY SY) + AQ Sy +... + AN 5m, 

(15) it BO st + BY sy) +...+ Bi 30, 

| = LY sO + LY s+... + Li sh, 
l'intégrale =“ ayant le même multiplicateur que l'intégrale y dans le 
domaine du point singulier a;. Il est clair encore que e le groupe de l’é- 
quation ne dépend que des multiplicateurs w,’ et des m?(p — 1) coeffi- 
cients A, B, C, ...,L. Or ces coefficients A, B, C, ..., L dépendent 
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eux-mêmes des (ge —1)m? coefficients a, b, c, ..., let des coefficients 
a,’ des substitutions (14), qui sont arbitraires. Soit N le nombre de 
ces coefficients ; on a immédiatement 


i=pk=); 


On pourra disposer de ces N coefficients indélerminés, de façon à 
établir entre les coefficients A, B, C, ..., L, N — 1 relations algébri- 
ques arbitraires, pourvu, bien entendu, qu’elles ne soient pas incom- 
patibles. [On ne peut prendre que N —1 relations et non pas N, à cause 
de l’homogénéité des formules (13), (14) et (15 ).] Par exemple, on 
pourra supposer que l’on a pris les ai), de façon que N —1 des coeffi- 
cients A, B, C, ..., L, aient des valeurs déterminées. D’une maniere 
générale, quel que soit le système de relations que l’on adopte, 
les nouveaux coefficients A, B, C, ..., L ne dépendront que de. 
(p —1)m?— N +1 paramètres inconnus. D’après la relation (5), ce 
nombre sera égal à 


(o—1)nR—2— mi(o—2)+i=mt—1; 


les formules (15) ainsi préparées ne contiendront plus que m?—1 in- 
connues. Pour trouver ces m? —1 inconnues, nous n’avons plus qu’à 
écrire que tout circuit enveloppant tous les points critiques ramène 
chaque intégrale à sa valeur initiale. On obtient ainsi m? équations nou- 
velles qui se réduisent à »»?— ı équations distinctes, en vertu de la 
relation (9); le nombre des équations nouvelles est précisément le 
même que celui des inconnues restantes. Il pourrait se faire que ces 
m? — ı équations fussent incompatibles ; mais cela prouverait simple- 
ment qu’on a mal choisi les N — 1 relations algébriques introduites plus 
haut, par exemple qu’on en a pris une incompatible avec les der- 
nieres. En définitive, on voit que l’on sera ramené à des calculs algébri- 
ques, et les seules quantités connues qui figurent dans le caleul sontles 
multiplicateurs w. Done, les coefficients des substitutions fondamentales 
du groupe de l'équation sont des fonctions algebriques des multiplicateurs. 

Dans le Mémoire déjà cité plusieurs fois sur les séries hypergéomé - 
triques d'ordre supérieur, j'ai déterminé le groupe par un procédé qui 
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peut être considéré comme une application de la méthode générale ci- 
dessus. D'un autre côté, M. Picard a obtenu le groupe de l'équation du 
troisième ordre de M. Pochammer en partant de l'expression des inté- 
grales au moyen d’integrales définies (Bulletin des Sciences mathématiques, 
1885), et sa méthode s'applique à l'équation générale de cette espèce. 
Dans ces deux cas, les coefficients des substitutions fondamentales du 
groupe sont des fonctions rationnelles des multiplicateurs. Il en est de 
même pour l'exemple que je traite plus loin comme application de la 
méthode qui vient d’être exposée. On est ainsi conduit à se demander 
si cette propriété ne serait pas générale. IT suffirait évidemment de faire 
voir que les coefficients des substitutions fondamentales sont des fonc- 
tions uniformes des multiplicateurs, quand on choisit convenablement 
le système fondamental d’intégrales. Je n'ai pu jusqu'ici le démontrer 
en toute rigueur. 


9. Quoi qu'il en soit, on déduit de ce qui précède plusieurs consé- 
quences dignes d'attention : 

1° Quand on augmente ou qu'on diminue les nombres r}° de nombres 
entiers quelconques, sans changer les points critiques, les multiplica- 
teurs wŸ ne changent pas. Donc toutes les équations ainsi obtenues ap- 
partiennent à un nombre fini de classes. 

2° Prenons une équation de la forme plus générale considérée aux 
n° 3 et 4. Tout ce qui a été dit sur le groupe s'applique mot pour mot 
à ces équations. Il sera donc possible, en general, de former une équa- 
tion de la forme moins générale considérée du n° 5, ayant les mêmes 
points singuliers, les mêmes multiplicateurs et le même groupe. Ces 
deux équations seront par conséquent de la même classe, et l'intégrale 
générale de la première sera une fonction linéaire et homogène à coef- 
ficients rationnels de l’intégrale générale de la seconde et de ses m — 1 
premières dérivées. 

3° Les considérations employées au numéro précédent permettent 
de se rendre compte bien aisément de la condition trouvée plus haut 


(n° 7) 
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Supposons, en effet, que le premier membre de cette inégalité soit 
supérieur à m(p — 2) et supposons a, = >; parmi les intégrales y, 
xe, . +s ¥2 que nous avons considérées, il en existera plus de m(p — 2) 
qui auront un multiplicateur égal à l'unité dans le domaine du point 
critique correspondant; il en existera donc moins de m ayant un mul- 
tiplicateur différent de l’unité. Cela posé, soit Y,, Ya, ..., Y,, un sys- 
teme fondamental quelconque. Dans le voisinage du point critique a;, 
on aura des relations de la forme 


p=ın 
=) au JU (A ==1,2,..., m). 
A=! 
Pour que l'intégrale 
ALY, + ds Y: ++ Am Ym 


soit uniforme dans le domaine du point critique a;, ıl faudra que le 
coefficient de toute intégrale non uniforme y? soit nul dans le second 
membre. Si l'on veut de même que l'intégrale précédente soit uniforme 
dans le voisinage de tous les points critiques à distance finic, on a, 
pour déterminer A,, Ay, ..., Am, Un Système d'équations linéaires et ho- 
mogènes, comprenant au plus m» — ı équations. Il sera done possible 
de satisfaire à ces équations par des valeurs de A,, À;,..., Am qui ne 
seront pas toutes nulles, et l'équation différentielle admettrait une in- 
tégrale uniforme dans toute l'étendue du plan et différente de zero: 
d'où l’on déduit la même conclusion que plus haut. 


> 10. Les deux types d'équations du trotsieme ordre correspondant 
aux deux solutions trouvées plus haut sont déjà connus. Des sept solu- 
tions que l’on a trouvées plus haut pour m= 4, on a déjà vu que la qua- 
trième devait être écartée. Les types correspondant à la première, à la 
cinquième et à la septième solution sont connus. La première solution 
donne une équation hypergéométrique du quatrième ordre, la septième 
fournit l'équation de M. Pochammer pour m = 4. Enfin, à la cinquième 
correspond une équation que j'ai déjà signalée antérieurement (Comptes 
rendus, 1882) ct à laquelle se rattachent les séries hypergéométriques 
de deux variables F, et F, de M. Appell. Il reste à examiner la deuxième, 
la troisième et la sixième solution. 


(17) 
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Je considère d’abord la deuxième solution. L’équation différentielle 
correspondante aura les points singuliers o, 1, «avec les exposants de 
discontinuité ci-dessous : 


Pour Tr == O CO eee eee see O, I, I — bi» 1 — b,, 
D ES PE o, 1, R, R+:, 
{ . 
» L' == r' =— oc se Ai Ax, Ay, Ay 


On a 
R 1 +0, + by— a —a—a;—a, 
= —————. a? 


et l’on suppose qu'aucun des nombres b,, 6,, 6,—6,, R, a, — a,, 
a,—a;,... n'est égal à un nombre entier. Cette équation sera de la 
forme 
(16) (z?(2 — ı)"?y"+(Ax —B)r(z — ı)y"” 
I 

| + (Cr'—Dr+E)y +(Fr—-G)r'+ Hy =o. 


On détermine immédiatement les coefficients A, B, C, E, F, H en 
écrivant que les équations déterminantes pour x =o et pour x = x 
ont les valeurs précédentes. On trouve ainsi 


A=6<+a+a+a;+a, C—7+32a,+ ZLa,a;, 
F — I+ La, + a + da, A243, H = a,a,a3a,, | 
B —3 + 6,+ b,, E=1-+-6,+ 6,+ 6,6,, 


Pour trouver les deux autres coefficients D et G, nous n’avons qu’a 
faire la transformation Le 
J=(z-i)fs; 


l'équation en z sera 


tr —1)} 54 [4Rz+Az—Bl]r(x—1) 5 
+ [6R(R—1)r+3R(Ar—-B)r+Cr'—Dr+El](r —1} : 
N De D 4 (Fr) (ea) [Oh 
+ 2R(Cxr? — Da +E) + (Fx —G) (r—1) J ~ 
RR —1) (R— 2) (R— 3) 2? + RCR—1) (R — 2) (Az —B)r 1 
| RER (Ga? De dE) +R Gr) Gain |2=* 


Le coefficient de 2’ devra être divisible par x — 1 et celui de s par 
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(x —1)?, ce qui fournit les trois relations 
(R—2)(R—3)+(R—-2)(A—B)+C—D+E—=0, | 
2(R—1)(R—2)(R—3)+(R—1)(R—2)(24 —B) +(R—1) (20—D)+F—-G=o, 
4(R-—ı)(R—2)+3(R—-ı)(A—B)+2(C—-D+-E)=o. 
De la premiere, on tire 
D=E+C+(R—2)(R—3)+(R—2)(A—B) 


4+B — A 
ou, en remarquant que R = ————, 


D=E+C—(R—1)(R—2), 


et cette valeur de D vérifie aussi la troisieme équation. De la deuxieme, 


on tire . 
G=—F-+(R—1)(R—2)(A —B) + (R—1)(2C— DP). 


Si l’on suppose 6, = {, b,=4,a,+a,+a,+ a, =1,onauraR —;, 
et les coefficients auront les valeurs suivantes : 


A=v7, B= 4, E — 23, C=—7+32a,+ Xa, ay, 


F=ı1ı+ 3a, + !a,a,+ 20,a,43, i= a, a,0:4,, 
D=C+ 2; gar & 433. 
36 | 2 72 


L’équation ainsi obtenue, qui n’est qu’un cas très particulier de la 
précédente, puisqu'elle ne contient que trois paramètres arbitraires au 
lieu de six, avait déjà été rencontrée par M. Brioschi dans ses recher- 
ches sur la transformation du septième ordre des fonctions elliptiques 
(Annali di Matematica, 2° série, t. XII, p. 65; Mathematische Annalen, 
Band 26, p. 108). 

Dans le domaine du point 2 = o, l'équation (16) admet deux inté- 
grales distinctes holomorphes. En cherchant une série 


FY=C+Gr+CGrt+...+ Cr" +... 


satisfaisant formellement à cette équation, on est conduit à une rela- 
tion de récurrence entre trois coefficients consécutifs 


/ (n+1) (a+ 2) [n(n —1) + Bn+E]C,,, 
(18) —(n+1)[an(n—1) (x —2) + (A+ B)r(rn—1) + Dan +G]Cr 
| + [n(n —1) (rn —2) (n— 3) 4+ An(n—1) (n—2)+ Cr(n—1)+ Fau+H]C, =0. 
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Cette relation détermine tous les coefficients successifs en fonction 
des deux premiers C, et C, qui restent arbitraires. Je désignerai cette 
série par | 
| | HC, Ci, Ay, Azy Ay, Ay, Vis Das ), 
el je poserai 


+ (1, 0, Air Ans Ay, As b,, bs, Lr), (a, Qs, Az, Qs, b,, Ds, x), 


#(0, 1,41, Ay, As, A, Vis b, 2) = Fa (ay, Ag, Az, Ay, Oy, Dy, 7), 
Si, dans l’équation (16), on fait la transformation 
y=(e—ı)®Rz, 


l'équation en 3 sera de la même forme que la premiere; les quantités 
A, Ay, As, a, Seront remplacées respectivement par a +R, a, +R, 
a,+R,a,+R. 

L’equation (16) admet done aussi les deux intégrales 


Gr} F,(a,-+ R, a, + R, a, + Ria, +R, b,, b3, xr), 
(1 -- 2)® ¥,(a,+ R, a,-+ R, a; + R, a,+R, by, by, x). 


Comme |’équation (16) n’admet que deux intégrales holomorphes 
distinctes dans le domaine du point 2 = o, on aura des relations de la 
forme 


Fy (Ay Cay Ug Ay, Oy, Og, 7) = Cy (1 a F, (a, +R, a, +R, a3+R,a.+R, b,, 54,2) 
+ C,(1— 2) ¥, (a, +R, a,+R,a;+R,a,+R, A, by, x), 
Fy (yy as Ay, Ay, bi, Dg, x) = C3(1 — x8 A, (a, +h,a,+RK,a;+R,a,+R, b,,b,,7) 
+ Ci — x) Fa (a, +R,a,+R,a;+R,a,+R, b,, dy, 7). 


On trouve bien facilement qu'il faut prendre 


Ci, CG =R, C3 = 0, C,=1. 


11. Pour montrer que la méthode précédente pour trouver le groupe 
n’est point impraticable, je vais l’appliquer à cette équation, en me 
bornant d’ailleurs au cas général où on la suppose irréductible. 

Soient 9,, Ya» 23, 9, les quatre intégrales linéairement indépen- 
dantes qui se comportent d’une manière simple dans le domaine du 
point r= o, de telle sorte qu’en désignant par (y), ce que devient y 
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quand on fait décrire à la variable un lacet dans le sens direct autour 
du point x =a, onait 


(91)o= Pis (Dr )o = Pa (9) 6493, (9s )o= W295, 
ou 
wzerwW-iu1-), yg =e? MY=1(1-8,), 


Soientde même Ÿ,, b,, Ys, , les quatre intégrales linéairement in- 
dépendantes qui se comportent d’une manière simple dans le voisinage 
du point x = 1, de telle sorte qu'on ait 


(Yı)ızz ds, (haha =e, (3), = Dhs, (vs ‚=, 
ou 
Q— ertV-iR, 


Considérons les lignes droites indéfinies —...0, +1...+% 
comme des coupures; les fonctions 9 et Y deviennent uniformes dans 
toute l’étendue du plan, et l’on a entre ces intégrales des relations de 
la forme 
Poy Ord + Ba Va + ya Va + did, 

Da = Aa Vs + Ba Va + Ya Va + Oe, 
Pa Oh, + Baha + yahs+ dh, 
= Abit Pi Va + 743+ O45, 


(11) 


que l’on peut aussi mettre sous la forme suivante : 


| Y= a,91.+ Bip:+ 7! Ps + 01 Pis 
2 = 2, 91+ By 2+ ¥2 93+ Os Pas 
Ps = 2591 + By Gat 73 Pa + 95 Qu 
Y= 2, 91+ By G2 + Vs Ps + On Pa 


(20) 


Nous pouvons prendre, pour former un systeme fondamental, les 
quatre intégrales 9,, 9., ),, },. S'il existait, en effet, entre ces quatre 
intégrales une relation linéaire, telle que 


Ao, + Bo. + Cd, + Dy. — 0, 
l'intégrale 
®=Ao,+Bo,=— (Cy, + D.) 


serait uniforme dans toute l’étendue du plan et l’equation (16) ne se- 


rait pas irréductible, contrairement à Vhypotheése. On voit immédiate- 
Ann, de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome III. — Ava 1856. i” 
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ment, pour la même raison, que y,0,— y,9, ne peut être nul. Les 
équations (20) donnent alors 


Og Yi — Oy Ya = (ad, — a0) pi + (3 0, — BY 0, ) 2 + (74 8 — 79.84) Os» 
Jai Va = (ai ya — dvi) G1 + Bir — Pays) Pa + (01 Ya — Ya ds) Po 


Les intégrales 6,4, — 6,4%, y, 41 — y, ya sont holomorphes dans le 
domaine du point æ = 1 et linéairement indépendantes. On peut donc 
supposer qu’on a pris pour Ÿ, et Ÿ, ces intégrales elles-mêmes, et l’on 
peut de même remplacer (+9, — y,9,)9, par, et (0,y, — y, 0.)2 
par 9,. Les deux premières des relations (20) peuvent alors s’écrire 


\ di — -Ao,+ Bo; + Pa 


(an | »=(C9+Dan+9 


sans que cette substitution ait changé la forme des relations (19). On 
voit de même que le déterminant «, 3, — x, 8, est different de zero, et 
l'on peut écrire 


Ds Dr — Bi Oe + (7182 — rs) + (018: — 023 RACE 
A1 Da — Ae Dy u — a, 
A291 — 21 Pe =y + (y1 Xe — Yor) Va + (I. — 1 83) Qu. 
8, — 01 By Res Lx By — a1 Bs 


Bao — Bi A291 — 1 93 

ud ar Ps 2,5, — Gi Bs 
pour &= 0. On peut donc supposer qu'on les a prises pour les fonc- 
tions 9, et 9, elles-mêmes, ce qui ne change pas la forme des rela- 
tions (21), et l’on aura 


les intégrales sont distinctes et holomorphes 


Dh + A+ BY, 
9 be + GH 3 +- I)’ Ure 


On voit de la mème façon que A’D’ — B’C’ ne pourra être nul; les 
deux intégrales A’), + AS C’), + D'Ÿ, seront distinctes et auront 
le même multiplicateur Q {2 dans le domaine du point + — 1. On peut 
donc supposer qu'on les a prises pour J, et Ÿ, et les équations précé- 
dentes s’écriront 
(22) | P= hit be 

P= Yat M. 
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En définitive, en choisissant convenablement les intégrales, les rela- 
tions linéaires entre ces intégrales seront données par des formules de 
la forme (21) et (22). Il est facile de voir qu'aucun des coefficients B 
et C ne peut être nul, toujours en supposant l'équation irréductible. Si 
l’on avait, par exemple, B = 0, les relations 


vi Api+ os, Pi = di + 


montrent que d, et }, formeraient un système fondamental d’inte- 
grales d'une équation linéaire du second ordre à coefficients uniformes. 
On pourra alors supposer B = 1; il n’y a pour cela qu’à changer o,,4., 
0, Vs en Bo,, BY,, Bo,, BY; respectivement. 

Cela posé, il est facile d’avoir les substitutions fondamentales du 
groupe de l’équation. En effet, lorsque la variable æ décrit un lacet 
dans le sens direct autour du pointæ=1,0ona 


(91)1s = (Hida (Ys): = Yi + Qb3= Wi + pi — di) = Ne + (1 — 2) h,. 
On trouve de méme 


(9) = 29 + (1 — S2)Ÿe, 
(do = Os hy + (1— ui) (A: + Bo), 
(Yeo = Wa Ÿa + (1 — wa) (C9 + Dos), 


de sorte que les substitutions fondamentales sont les suivantes : 


(Pı)o == Pi» 


D (9) = Pas 
I) (ya ÿ1 + (1 — 1) (A pi + Bi) 
(Da )o = wa Ya + (1 — we) (Ci + Dos); 
(91): = D, + (1-2), 
D | (De) = 2ot+ (1 — S2) 4, 
1 (hihi = 
(Ye)1 = Va 


Pour que le groupe soit complètement déterminé, il nous suffit de 
connaître les coefficients A, B,C, D. Pour trouver ces cuefficients, con- 
sidérons la substitution auxiliaire 2, Ÿ,; c'est celle que subissent les 
quatre intégrales lorsque la variable décrit dans le sens direct un con- 
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tour fermé, renfermant à son intérieur les points o et 1. On trouve im- 
médiatement qu'après un pareil chemin l'intégrale 


Aor + BY. + vi + pha, 


où À, u, v, p Sont des constantes quelconques, se change en la nouvelle 
intégrale 


[A2+A(1 -- Q)(1 — m3) À + v(1 —w,) À + p(1 — Q) (1—w:)C +p(1— w,)C]o, 
+ [pQ+A(1 - 2)(1 — w,) B+ v(t — w,) B+ p(t — 2)(1ı—0)D-+p(ı — w3)D]o 
+ Pt — 2) + void, + [p(t — Q) -+ poste. 


Cherchons à déterminer A, u, v, p, de façon que l'intégrale considérée 
se reproduise, à un facteur constant près S, lorsque la variable décrit 
le contour précédent. On aura les quatre équations 


[2 — S+ (1 —Q) (1-0) A] + p1— &) (1 — @,) C 
+v(1—o,)A+p(1—a,)C=0, 


AU — 2) (1 — oy) B + p[Q—S$ +(1— Q) (1 —&,) DJ + v(t —,) B+ p(1—e,) D =0, 
A(i— Q)o, + v(o,— 8) =0, 
p(t — &2)w2.+ p(w.— S) =o. 


L’élimination de A, , v, p conduit, apres quelques réductions fa- 
ciles, à l’équation suivante pour déterminer S: 


if (S) = (2 —S} (oi —$) (o:— 5) 


(23) | + (2 — S$) (1—2)S8(w, —§) (1 — w.)D 
| | + (1— Q)? S2(0,— 1) (9 — 1) (AD — BC) 
+ (1— 2) S(ws — S) (22 — S) (wo, — 1) A =o. 


D'un autre côté, cette équation doit admettre pour racines les quan- 


. ’ , , Le 
LIES &,, W,, &,, &,, 
w= e-may-1, D, = era Vi, w= e-?Ray-!, w, = e-2haY—-1 


et l’on aura identiquement 


(24) f(S) =(S — o,,) (S — »,) (S — w,)(S — wi). 
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En égalant les termes constants des deux membres, on parvient à la 


relation 
9 __ , ’ ? ' 
27 = 6, 030308) 


qui est salisfaite, comme on le voit, en remplaçant les lettres w, w’, Q 
par leurs valeurs. Si, dans l’identité (24), on fait successivement S = (, 
S=w,S=w,, on a les trois équations 


($2 — w,) (2 — w,)(Q— w,)(Q— w,) = (1 — Q)* (1 — 1) (1 — w:)(AD — BC), ' 
(a4 — 0) (@, — We (01 — 3) (a1 — a), ) 

= wi (1 — Q)?(1— 4) (1 — w,) (AD — BC) + oi (1 -- 2) (@.— 1) (2 — w) (1 — où) A, 
(os — 6), ) (Ge — ty ) (Org — Wy) (Og — &, ) 


= w3 (1 — 2)? (1 — o,)(1 — w,) (AD — BC) + (1 — 2) (©, — w,)(2Q— w,) (1 — w,) D. 


On en tire A, D, AD — BC et par suite BC. Nous avons vu que l’un 
des coefficients B ou C pouvait être pris à volonté; sil’on prend par 
exemple B=1, on aura C, et les substitutions fondamentales 2, et À, 
seront complètement déterminées. Les coefficients sont bien, comme 


on voit, des fonctions rationnelles des multiplicateurs. 


12. Si l’on augmente lesnombres a ct 6 de nombres entiers quelcon- 
ques, les multiplicateurs w, w’ ne changent pas, tandis que Q peut 
changer de signe simplement. On en déduit que toutes les équations 
du type (16), ainsi obtenues, appartiennent à deux classes distinctes. 
Les cas où l'équation (16) n’est pas irréductible donnent lieu à une 
discussion plus compliquée. Il faut tenir compte, non seulement des 
multiplicateurs, mais des valeurs elles-mêmes des exposants de discon- 
tinuité. 

Les substitutions fondamentales du groupe de l'équation, ramences 
à leur forme canonique, sont de la forme 


Lo V1 Ja Yar We Ji Pas Or Yar O2 Ys), 
Zi (Yu Yas Yar Ji is Yar LY, 27s). 
Inversement, à lout groupe dérivé de deux substitutions de cette 


forme on pourra faire correspondre en général une infinité d’équa- 
tions de la forme (16). En particulier, si ce groupe est fini, on aura 
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une infinité d'équations de ce type dont l'intégrale générale s’expri- 
mera au moyen de fonctions algébriques. 


13. Le second type d’équations aura les trois points singuliers 
0, 1, ©, avec les exposants de discontinuité ci-après : 


0, 1, a, a pour 2=0o, 
o, 1, 8, ß pour r=1, 
I, T+ı, y, y pour x =. 


On suppose qu'aucun des nombres a, a’, B, B’, a — a, 8 — ", [| — +, 
! — y, y — y n’est un nombre entier et l’on a de plus la relation 


2T+a+a+B+6'+y+7y—3. 
L’équation sera de la forme 


2.2 —1)y"+(Az—B)z(xz — ı)y” 


(25) +(Ca*— Dr +E)y"+(Fz—G)y'+ Hy =o. 


On trouve immédiatement 


B=5—a— a’, 

E= 4—2a—20'+ aa’, 

A—B=5—-ß-—Pß', 
C—D+E=4— 26 — 28’+ 88’, 
A=—1o—(a+e’+ 6+ B/), 
C=3A-—ıı + yy’ +(y +y') (al +1) + TT +1), 
F=2A—C—6+ yy (al +1) +(y+y)T(T +), 
H = yy/T(T +1). 


Pour déterminer G, nous écrirons que, lorsqu’on substitue à la place 
de y une série de la forme 


7=x tar +04 
0 zT 23 ... 3 


les coefficients de a, et de a, sont identiquement nuls. On trouve 
ainsi 


F(C+1)(T+2)(A—B)—-T(T+1)(2C—D)+T(2T—G)—H—o; 


nn -- 
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d'où l’on déduira G. Remarquons qu’en remplaçant H par sa valeur le 
facteur commun [ disparaîtra, de sorte que l’on pourra toujours en 
déduire G. | 


La dernière équation du quatrième ordre, qu’il nous reste à former, 
sera de la forme 


(26) (wer —1)*(a@ — a)ty" + (Aa?+ Ba+ C)2(a—1)y” 
( +(Dz?+Er'+Fr+G)y’+(H2?+Kr+L)y'+(Mr+N)y=o. 


Les exposants de discontinuité seront respectivement 


O, 1, 2, ?} pour æ —=0, 
O, 1, @ a&+I » zz=ı, d, o+1, 6, d +1 pour r=, 
0, tf B, B+1 » z=a, 


On suppose qu'aucun des nombres a, B, y, 6 — ©’ n'est égal à un 
nombre entier et que l'on a la relation 


aa+abB+y+ad+ad=1. 


Les coefficients A, B, C, ... se déterminent de la même manière que 
plus haut, mais leurs expressions sont de plus en plus compliquées. 


14. La recherche des solutions convenables des équations (4)et (5) ' 
peut se formuler ainsi: « Former un Tableau rectangulaire de m co- 
lonnes horizontales et de p lignes verticales, dont tous les éléments 
soient des nombres entiers positifs ou nuls, de telle façon que la 
somme des éléments de chaque ligne soit égale à m et que la somme 
des carrés de tous les éléments soit égale à a + m?(p —2). » 

Le problème peut se décomposer en deux autres. Remarquons que 
la somme des carrés des éléments d’une même ligne ne pourra dépasser, 
d’après une remarque déjà faite, m?— 2m + 2. Supposons que la 
somme des éléments de la z®° ligne soit égale à m° — 2m + 2 — a.. 
Les nombres «; devront vérifier l'équation 


i=p 
Y «= 2(m—1)(m+1—p). 
ii j 


Connaissant les solutions de cette équation, que l’on trouve immé- 
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diatement, on sera ramené à chercher les solutions en nombres entiers 
et positifs ou nuls de plusieurs systèmes indépendants d’équations de 
la forme 


h=m k=m 
y Xı=m, y X;— M 
A= h = 


Si l’on veut former tous les systèmes de solutions correspondant à 
une valeur de m, il paraît commode de former d’abord toutes les par- 
titions de m et la somme des carrés correspondant à chacune d'elles. 
Une fois ce tableau formé, une simple inspection donnera facilement 
toutes les solutions convenables. 


SUR LE 


CHANGEMENT DE VARIABLES, 


Par M. E. MARCHAND, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE CARCASSONNE. 


On peut reprocher, à juste titre, à la formule de Taylor de ne con- 
duire simplement au développement en série que dans quelques cas 
particuliers qu’il est aussi facile de traiter directement. Cela ne dimi- 
nue nullement son importance, la valeur d'un formule générale con- 
sistant plutôt à montrer que tel problème est résoluble qu’à le résoudre 
effectivement avec le minimum de calculs algébriques ou de construc- 
tions géométriques. 

L’utilité théorique de la série de Taylor est trop évidente pour qu’il 
soit nécessaire de s’attacher à la faire ressortir. Lagrange a montré 
pleinement tout le parti qu’on peut tirer du « développement d’une 
fonction d’une variable lorsqu'on attribue un accroissement à cette va- 
riable ». Quoique sa démonstration de la « loi générale de ce développe- 
ment » soit reconnue insuffisante, il n’en est pas moins vrai que, grâce 
aux travaux de Cauchy et de ses successeurs, les propriétés des séries 
entières et l’aptitude des fonctions analytiques à se prêter à un pareil 
développement servent de base à la théorie moderne des fonctions. Il 
est inutile de rappeler que les propriétés si importantes du contact 
et de la courbure dans les courbes et les surfaces peuvent être con- 
sidérées comme de simples applications géométriques de la série de 
Taylor. 

Hoëné Wronski, le philosophe qui découvrait le Principe absolu du 

Ann. de l’Ec. Norm, 3° Série. Tome III. — Avani 1886. 18 
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savoir et la Loi de création ('), appréciait en ces termes la série de 
Lagrange qu’il faisait rentrer comme cas particulier dans son Probleme 
universel (?) : « Cette loi est pour Lagrange ce que sont le binôme de 
Newton et le théorème de Taylor pour leurs auteurs respectifs (?). » 

L’auteur de la Philosophie absolue (*) se devait à lui-même d'obtenir 
la loi qui embrasse toutes les autres lois des séries comme un cas tres 
particulier de la Lou suprême de la Science des nombres (*), à propos de 
laquelle Lagrange, dans le compte rendu, conjointement avec Lacroix, 
du premier Mémoire présenté par Wronski à l'Institut, a signé cette 
décisive déclaration : « Ce qui a frappé vos Commissaires dans le Mé- 
moire de M. Wronski, c'est qu'il tire de sa formule toutes celles que 
l'on connaît pour le développement des fonctions, et qu’elles n'en sont 
que des cas très particuliers (°). » La loi générale des séries conduit 
facilement à la série de Taylor, puisque « le cas en quelque sorte pri- 
mitif de la loi fondamentale des séries est celui où l'accroissement est 
indéfiniment petit et lorsque, par conséquent, les différences devien- 
nent des différentielles (7) ». 

Il m'a paru intéressant de constater que l’expression des coefficients 
de la série de Taylor obtenue dans cet ordre d’idées par Wronski, des 
1812, en laissant indéterminée la variable indépendante, n’est autre 
chose que la formule générale relative au changement de cette variable. 


Ordinairement on se borne à indiquer le moyen de former les déri- 
ty 


dy , 

vées successives ~~» > -+- par un calcul de proche en proche 
tv dry —dy Cr 
dut das 


—— - eee ee a ees mm ee ee - ie re a Ger 


(1) Encrelopedie mathématique ou exposition complète de toutes les branches des Ma- 
thematiques, d'après les principes de la philosophie des Mathematiques de Hoéne 
Wronsh, par A. S. de Montferrier. Amyot, éditeur, t. HI, p. 482. 

Cot Ouvrage ayant été la cause occasionnelle de ce travail, je me bornerai dorénavant à 
le désignor par les abrévialions suivantes : 4. S. 

(2) 4. S., t UI, p. for. M. Cayley a donné une nouvelle démonstration du Problème 
universel (Quarterly Journal, avril 1873). 

(3) 4.8, t. I, p. 405 (Philosophie de l'infini, p. 98). 

(+) 4. 8, t. I, p. 484. 

(5) 4. $., t. HI, p. 358. 

(6) 4. $.,t. HE, p. 363. 

(7) A. S., t. 11, p. 275. 
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Si cette marche devait être regardée comme irréprochable, il n’y aurait 
plus aucune raison pour préférer la formule du binôme au triangle 
arithmétique. 

La formule de Wronski, toute compliquée qu'elle paraisse au pre- 
mier abord, ne me semble donc pas devoir être rejetée, à condition 
qu'elle donne très aisément les résultats relatifs aux changements les 
plus simples. Sa longueur tient à ce que, pour avoir un déterminant, 
on introduit beaucoup de termes qui ne subsisteraient pas dans le dé- 
veloppement. L'exemple bien connu de la multiplication des détermi- 
nants justifie amplement cette manière de procéder par des applications 
très variées et toutes remarquables, dont le nombre s'accroit de jour 
en jour. Je donnerai d’ailleurs, pour obtenir les coefficients numéri- 
ques, une formule qui n’exige pas des calculs autres que ceux qu’on 
serait obligé d'effectuer pour développer la puissance m'™* d’un polv- 
nôme entier. Quant aux fonctions que l’on peut considérer comme suf- 
fisamment connues : 


y= xz, 
y=e*, r=Lz, 
y=cosz, Yy=tangz, 


y=arccosz, y=arctangr, 


je ferai voir que les changements de variable indépendante auxquels 
elles donnent naissance conduisent à des formules qu'on peut tirer 
directement des méthodes générales. Je retrouverai tous les résultats 
connus actuellement, ainsi que certains autres qui ne me paraissent pas 
avoir été signalés jusqu'ici. 

Ce qui précède suffit pour mettre en pleine lumière l’idée qui m'a 
inspiré. La route à suivre est dès lors visible. Je commencerai par rap- 
peler dans l’historique la démonstration de la loi générale des séries de 
Wronski, et je ferai voir qu’elle contient aisément d’autres forinules 
plus récentes. Ensuite je consacrerai trois Chapitres à l'application im- 
médiate de trois méthodes générales qui se complètent l'une l’autre, en 
choisissant pour chacune d’elles les exemples qui paraissent lui con- 
venir le mieux. 

Les cas traités suffiront, je l'espère, pour montrer quel degré de 
clarté peut atteindre cette question dont la généralité est bien faite 
pour effrayer au début. 
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Historique. 


1. Je copie textuellement l’artiele publié par M. Abel Transon dans 
les Nouvelles Annales de Mathématiques (p.305; 1874) sous ce titre : Lot 
des séries de Wronski; sa phoronomie. 

« La démonstration que Wronski a donnée, en 1812, de sa loi des 
séries, dans la troisième Note annexée au Heémoire sur la réfutation de 
la theorie des fonctions analytiques, est, comme j'ai déjà eu l’occasion 
de le dire, extrêmement simple; mais, parce que les premiers Ouvrages 
de l’auteur ne se trouvent plus dans le commerce, je crois faire une 
chose utile en publiant ici cette démonstration... 

» L'auteur avait démontré dans sa Philosophie des Mathematiques, 
publiée en 1811, que la forme générale des séries est la suivante : 


F(.c)=Ao+ ol)!" + A, 0 (2) + A, ol) +... 


dans laquelle le symbole 


amt Q(x)o(x + E)o(r +28)... ofa + mn], 


el il s’agissait, dans la Note de 1812, de donner la formule du coeffi- 
eient général A,. Ici je citerai textuellement l’auteur : 

« A cet effet, rappelons que la différence régressive d’une fonc- 
» tion f(x) est l'excès de cette fonction sur celle qui la précède dans 
» l'ordre de l'accroissement & de la variable, savoir | 


A 


— 


A f(x) = fla) — fle — 2). 


» L’expression d’un ordre quelconque de ces différences, toujours 
» dans l’ordre régressif, est 


A6 f(r) = f(x) — © f(x —2) 


1.2.3 


» Appliquant cette formule à une fonction de la forme 


f(æ)=o(x)""; 
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» On à 


\ Ar get o(ryert— Ho (ar — CL 
(1) 


T re etz ade... + Neal Beye’, 


» D’ailleurs, puisqu'on a en général 
Kreta 28) p(w — ME HE)... or — N+ (o— Nz], 


» A étant un nombre quelconque, le facteur o(x) se trouvera contenu 
» dans la faculté (x — A5)" lorsque w sera plus grand que A et que, 
» d'ailleurs, w et À seront des nombres entiers, ainsi que nous le sup- 
» poserons ici. Donc le même facteur 9(x) sera contenu dans tous les 
» termes (1) de la difference A¥ 5(x)°" lorsque w sera plus grand que u; 
» et, par conséquent, en donnant à x la valeur qui réduit à zéro le 
» facteur o(2), on aura, dans le cas en question, la valeur 


(2) At o(x)®16 — 0. 
» Or la forme générale des séries est 
(3) F(x) = A+ Ay plz)! +... 


» Prenant donc des deux membres de cette expression (3) les diffé- 
» rences des ordres régressifs 1, 2, 3, 4, ... et donnant ensuite à x la 
» valeur qui réduit à zéro le facteur (x), nous aurons, en vertu 
» de (2), 


AF(z) =A,Ao(z2z), 
A? F(x) = A, A? (x) + A, A? 9 (x), 
(4). AM F(r) = A, A®o(x) + A, A? o(x)"*-+ A; A? o(.r) 38, 
At F (xr) = A, At o(.r) + A, Abo (x)*® + A; Ato(x)s'é+ A, At pr), 


ss ss, es ee 


oa a . . ’ La A F ‘ à 
» La première de ces équations donne immédiatement À, — nn. 
ar) 


» En second lieu, puisque, en vertu de l’&quation (2),onaAs(x)?*=o, 
» les deux premières des équations précédentes (4) sont identiques 
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» avec celles-ci : 
AF(x) =A, Ao(xr) +A,Ao(z)té, 
A? F(z) = À, A? (x) + A, A? la)", 


» équations qui donnent immédiatement 


_ [Ato(.r) At F(x)] (1) 
[At g (2) 4o(r)#] 


» En troisième licu, observant qu'en vertu de la valeur générale (2) 
on a 
Ag(z)*=o0, Ag(r)*=0,  A% g(x) ==0, 
on verra que les trois premières équations sont identiques avec celles-ci : 


AF(r)—A;Ao(r) +AiAo(z)} ét + AA G(r), 
AP F(.2) = Ay A? o(.r) + A, Ato(x)té+ A, AP g(r), 
A? F(x) = A, A? o(.r) + A, A? o(r)t8 +. Ay Ad ofr), 


» équations qui donnent encore immédiatement 


_ [Aig(r) Mo(r F()T 0 
RÉTOITOLETOURS 


+83 


» el, procédant de Ja même manière, on verra, non par induction, mais 
» par le principe même de la formation de ces quantités, qu'on aura, 
» en général, 


[A 6 (ur) Ato (ar)... ABP (Bos AM Gr] 








BEWIESEN ZT rl, .. AB-1o (r)e-té AFF(.r)] 





(3) „= 


» 14 étant un indice quelconque. 

» De plus, ayant égard à la valeur de x dans cette expression du 
» coefficient général A, et, par suite, à la valeur (2), on verra que la 
» somme combinatoire formant le dénominateur de A,, que nous ve- 


— u ————— nn Ce Me 





(') Le symbole [Ato(.r) A? F(.2°)] désigne évidemment le déterminant 
Al g(r) A? F(.r) — At F(a) A? (x). 


Il est curieux do constator ici que Wronski se sert couramment des déterminants qu'il 
appelle fonctions schins (4. S., t. Il, p. 423). 
(?) Le numérateur ot le dénominateur sont encore des déterminants connus. 
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» nons de déterminer, se réduit à son premier terme, c’est-à-dire 
» qu'on a 
[A' p(x)... APo(x)He] = Ato(x)... AR o(x)H!, 
» et c’est là l’expression algorithmique de la loi générale des series...» 
2. Il me reste maintenant à montrer que les formules 


(4) AME (2) = Ay APo(.r) +...+A,Ato(x)ié, 
6) _ [At o(e) At 9 (2)... At o(w)ME AER (2)] 
NO [At 9 (ar) Ato (vt... ABE q(x)t-tf AB (HR) 


comprennent, comme cas particuliers : la première, la formule géné- 
rale relative à la ui" dérivée d’une fonction de fonction; la seconde, 
la formule générale relative au changement de la variable indépen- 
Jante. 

On peut reprocher à la démonstration de ne pas tenir compte de ce 
que les termes qu’on néglige comme nuls séparément, dans le second 
membre des équations (4), sont en nombre infini. 

Le passage direct des différences finies aux différentielles serait en- 
core très criliquable; aussi M. A.-S. de Montferrier indique-t-il dans son 
Ouvrage (‘)la manière d'appliquer directement la méthode de Wronski 
à la série de Taylor, en s'appuyant sur la règle de L’Höpital. 

J'emploicrai la marche suivante pour arriver assez rapidement aux 
équations qui se déduiraient des équations (4) par simple substitution 
des différentielles aux différences, sans qu'aucune série ait à intervenir 
dans le calcul. 


3. Lemme. — Désignant par x une fonction quelconque d'une va- 
riable indépendante u et représentant, pour abréger, par 


d" xP 
la différentielle m™* de x? dans laquelle on supprime, une fois le de- 


veloppement effectué, tous les termes qui contiennent x en facteur, on 
a les identités suivantes : 


dm x" —1.2.3...m(dx)", 
dMxP—o, Si m<p. 


nn i a ne ee + ee —n ee ee ee ee 


(1) 4. St. I, p. 265 et 266. 
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En effet, on sait que 
P 
MD — - - -\\m — 1" _ 45 wes 
d 3! —=((ds + ds +...+ds)) =) PP. de , 
at+tB+...tiA4=m, 


a, 8, ..., étant des entiers positifs qui peuvent s’annuler. 
Dans le cas actuel, 


dm zm =) PPO dix dba... 
avec ceci en plus que, dans le calcul développé, il faut faire 
dıe=r=o. 
Ce résultat s’obtiendra encore en ne prenant que les solutions de 
a+ß-+...=m, 


pour lesquelles aucun des entiers positifs du premier membre ne sera 
nul. 

Aucun des entiers positifs «, 6, ... ne doit être nul et la somme doit 
être zn; il est clair que tous seront égaux à 1. On n'aura que le terme 
correspondant à «= $ —...—1, c'est-à-dire 


d™ x" —1.2...m(dx)". 
Je suppose maintenant qu’on ait 4 calculer 
d™xzP (m<p); 
le nombre des entiers positifs a, 8, ... étant plus grand que m, il y en 
aura toujours au moins p — zn nuls, d'où 


d™ xP —o (m <p). 


4. Dérivées d’une fonction de fonction. — Je remarque d’abord qu’on 
n’a pas besoin de connaître la formule générale qui donne la dérivée 
mene Pune fonction de function 


y = f(u), u=o(.x) 


qm , , 
pour etre sur que —— —, est un polynôme entier sans terme constant, 
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soit par rapport aux m premières dérivées de w par rapport ax, soit 


par rapport aux dérivées (u), (u), ..., fm (u). 
Supposant la loi vraie pour l’indice m, on a 


dam y 


dr apm 


= Ff, £0), 2 fm, uO), um, ut) 


F étant un polynôme entier. Le théorème des fonctions composées 


donne 


dy / OF OF or 
domi = (nf +. TIC) ft f' “u un 





ut +... 


. La loi s'étend à l’indice m + 1; comme elle est vraie pour m = 1, elle 
any 
dr” m 
SN, FA, «oe, f, les coefficients étant des polynömes entiers en u”, 
ui), ..., u), 


est generale. Donc est un polynôme entier sans terme constant en 


Cela posé, si j’ecris, pour abréger, 
F(x)=y, FIM (a) =1.2...pA,, 
la formule préliminaire de Taylor peut s’ecrire 
FY=Ao+A(T—-a)+...+A,(r—-a)"+P, 


A,. A,,..., À, étant des nombres. 

Supposant que y soit une fonction continue, ainsi que ses 7 pre- 
mières dérivées, et que la (mm + r)° existe, dans l'intervalle de a à x, 
je prendrai pour définition de la fonction P=®(x), dans ce même 
intervalle, l'équation 


D(xz)=7y—A,—A,(Tr—a)—...—A,.(r— a)". 


On démontrerait sans peine que P(x) et ses m premières dérivées par 
rapport à x sont continues et que la (m + ı)'*”® dérivée existe dans 
l'intervalle de a à x. 

ll est évident que, si l’on prend x comme variable indépendante, on a 


®(a) = ®8') (a) =...= dt") (a) — 0. 


Si x n’est plus variable indépendante, P(x) est une fonction de fonc- 
tion et, d’après la remarque par laquelle j'ai débuté, ses mm premières 
Ann, de l' Ec. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Mar 1886. 19 
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dérivées par rapport à la variable indépendante sont fonction entière, 
sans terme constant, de ®)(z), ..., DM (x), les coefficients ne pou- 
vant devenir infinis, puisqu'ils sont entiers en x", ..., 2. Il en ré- 


sulte que, puisque 
D'(a) =...= dm) (a) — 0, 


les m premières dérivées sont nulles, quelle que soit la variable indé- 
pendante; par suite, les m premières différentielles sont aussi nulles. 
On a donc les équations 


dy—A, d(r—a) —...—A,d(r—a)" —o, 
(4 bis) dy—A, d(r—a) —...—A, d(r— a)" =o, . 
dy — A, d" (2 —a)—...— And" (z— a)"—o, 


le point placé au-dessus de x — a indiquant qu'on donnera à x la va- 
leur a pour laquelle x — a =o. D'après le lemme, on pourrait se 
borner à poser 


dF(r) =A,d(v—a), 
Guen GR Ge) SA de a) + dena): 
d'F(r) = A: A" (a — Qa)+...+A,, d" (x _ a)”. 


Ces équations se trouvent démontrées en considérant x, soit comme 
variable indépendante, soit comme fonction d'une variable indépen- 
dante. Comme on est habitué à désigner presque toujours par x la va- 
riable indépendante, il peut être commode d'écrire ainsi la dernière 
des équations (4 bis), 


dm y = A,d"(u— Uy) +... + Ay d"(u — Uy)”, 


,—- (%r 
PT 1.2... p \dur lie. 


à condition de remplacer u par u, dans le développement de d™(u—u,)?. 
Prenant les dérivées par rapport à la variable indépendante x, au lieu 
des différentielles, et supposant 


y=f{u), u=o(x), 
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ve qui donne 


I 
= — ) 
. . Ar pl” (ty), 
il vient 
y= (4), u—o(x), 
+ = [ue —_ Ug |) FO (us) + — [Ce _ uy)" f(y) + Bu 
(A) | | 
—— — men) my 
+ [u u) for Cu), 


le point placé au-dessus de u — uy signifiant toujours qu'on doit rem- 
placer u®%=u par u, dans le développement, ce qui équivaut à faire 
U—-U, =O. 

Il me paraît superflu de rien ajouter pour prouver qu’en développant 
par la formule du binôme (u — u,)?, avant de prendre sa mi" dérivée, 
et remarquant que, dès lors, on peut sans ambiguité remplacer w,, qui 
est une valeur particulière mais quelconque par &, on retrouve la for- 
mule relative à la n°® dérivée d’une fonction de fonction, telle que la 
donne M. Hermite à la page 62 de son Cours d'Analyse de I’ Ecole Poly- 
technique : 


. vy=fl(u), u—=o(r), 


| d'y = 1.92... LAC) FEES (a) + 


dr? 
(B) A; é) An (n) | 
+ if G)+ OS Cu) | 


1.2. 
| A, = I _ (ul) _! (vida un (dur — . , 
| 1.2.../ I | 1.2 


le dernier terme de la quantité entre parenthèses élant 
(u) uit, » 


5. Remarque. — L'hypothèse consistant à faire u = u, dans le déve- 
loppement supposé effectué de [(u — wo)? | que je représente, d’après 
Wronski, par un point | 

[Ce — uy)? |, 


revient tout simplement à développer [& | et à ne conserver, dans ce 
développement, que les termes qui ne contiennent pas « en facteur. 
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En effet, d’après le théorème sur lequel je me suis déjà appuyé pour 
démontrer le lemme, on a, d’une part, 


LG — up] = (((u — u)+(u— u)+...+(u— Uy) ))” 
| P,, 
=) 5, le Ile). 


a+ß+...=m; 
on a, d'autre part, 


P 
(ur) = u+u+...+u))" =) Pal. u) ud ,, ,: 
Le § eee 


or, la dérivée d’une différence étant la difference des dérivées des fac- 
teurs, on a 

(a — Uy)'™ = ul), 
sauf pour a =o. 

Comme on doit faire u =u, dans le premier développement, tout 
terme qui contiendra (u — u,)° sera nul; si done on supprime du se- 
cond développement le terme correspondant u’==u, on retrouvera 
identiquement les mêmes termes. 

On peut donc écrire les formules obtenues précédemment 


(4bis) amy = A;d"(x— a) + Ad" (x — a}+...+ A, d"(xr—a}", 


am y . dy I . d’ y 
_— — — (m) __ — — Cm) 27 
(A) dan le ho + Te] de tt? 


sous une nouvelle forme abrégée plus courte, quoique identique au 
fond, 

dny—=A,d"r +... + Adern, 
dy dy ay i am ¥ 


Tam — — [u] du + - — — [ur] Ts +...+ FT [um Jr) 7 dam? 


(C) 


le point placé sur x ou sur « indiquant la valeur zéro qu'il faut 
donner à cette variable (') » apres avoir, bien entendu, effectué le de- 
veloppement. 


(1) 4. S., t I, p. 266. 
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6. Changement de la variable indépendante. — Les équations 


Ad(æ—a) +...+Amd(x—a)}" =dy, 
(Abs) N ............... occ ee cece scence eeneees ; 
A,dr(z—a)-+. + Amdr(z— a)" =dmy 


déterminent les inconnues A,, A2:,..., A; on a done, en remarquant 
que 


aut _ (dr 
me 1.2...m\dr" ) ma 


la formule | 
d(a—a) d(x—a} ... de-—a)n-! dy 
d(z—a) d'(r—aÿ ... d(x — aym-i dy 
I dry _ |d" (x—a) dM(x—a} ... d"'(r—a)"-! dy 
1.2.3...m arm — d(r — a) d(r—aÿ ... d(x — a)"-1 d(x — a)" 
d'(xc— a) @(xa—a)? ... d(x— a)" d(x— a)" 


d™(x—a) d™(x—a)? ... d"(x—a)"-1 d"(r— a)" 
D’après le lemme (n°3) 
d?(x—a)?=0 si P< 


il en résulte que, si l’on considère le dénominateur, tous les éléments 
situés au-dessus de la diagonale principale s’annulent; le déterminant 
se réduit donc à sa diagonale principale 


\ 


d(x—a)d'(r—a}...d"(x—a}". 
D’après le même lemme, ceci devient 
1.d(r—a).1.2.[d(xæ—a)f...(1.2.3...m)[d(r —a)]"; 
or d(x — a)= dx : il vient 
1.1.2.1.2.3...1.2...M(dx)tit3ttm, 


Quant au numérateur, on peut aisément le transformer de manière 
à remplacer d’(x — a)? par d’at. 
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En effet, ce numérateur peut s’écrire 


dx dx'—2adx dx’ — 3a dr! + 3a! dr .… 
dr dr —aadxr dr’ 3adlx +3 dx 


a "x d'xi—oad"x d"xr—3ad"r+3ad"x 


Il est visible que l’on ajoutera aux éléments de la seconde colonne les 
éléments correspondants de la première multipliés par 2a; on multi- 
pliera ensuite les éléments de la première colonne par — 3a?, ceux de 
la deuxième déjà modifiée par 3a, et l'on ajoutera à la troisième co- 
lonne, etc. 


On obtient done’ 
dr dr? ... dire! dy 


Br Bit ... dant dy 


I du y qn x qm re tee am r'n--1 dr y 
1.2...m de" 1.1.2.1.2.3...(1.2...m) (dr)!+2+3+...+m 





(D) 


Il faut faire « = a dans le résultat; mais, comme a est une valeur quel- 
conque, rien n’empéche de conserver x. L’analogie avec la formule (5) 
est évidente. On peut d’ailleurs employer les notations de Wronski, qui 
désigne les déterminants sous le nom de fonctions schins et les repré- 
sente par conséquent par la lettre hébraïque x, 


1 dy _ w(dir d'art... db rb! dy) ' 
el dik — (Mt, zit Le Cot Bt) (dr)'+3+..-+p ( )- 


7. Remarque. — Si l'on veut faire disparaitre un assez grand nombre 
de termes du déterminant (D), on peut employer la simplification in- 
diquée pour les formules (4 zer) dans la Remarque du n° 5, 


dx O oO cee O dy 
Er dr? © ... 0 Ay 
I dry dr. r dr. 23 dr 23 qm ami dry 
E) —— — 2 = =" 
CE) 1.2...m de” 1.1.2.1.2.3. (1-2...) (dr )+2+..+m 


re te ne ue + Re ue i M i m 2me eE el 


(1) 1.8, tI, p. 381. 
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Si l’on applique la règle de Laplace, qui donne le développement d'un 
déterminant suivant des éléments des (p — 1) premières lignes, on ob- 
tient, en appliquant le lemme du n° 3, après des réductions faciles ('), 








dP+ixP dPHixPti ... 0 
+25 +2 p+ 
+ de y de xP de TP oee O 
ns ns ... O 
p=m C2 L2 e 
dm y -), d'r.rp dm apr in dr am-i 
1.2...m dr" (1.2...p) (1.2...p+1).. .(1.2...m) (dar) PH (P+). bm 


Ce résultat a l'inconvénient, dans les exemples théoriques, de con- 
tenir l'hypothèse indiquée par x; dans le développement explicite, il 
donnerait encore lieu à de nombreuses réductions. Je me borne à le 
signaler. 


8. On voit que les formules (D) et (E), dues à Wronski, sont une 
conséquence immédiate de la formule relative à la dérivée d'ordre 
quelconque d’une fonction de fonction. Si la démonstration qui a été 
donnée de cette formule ne convient pas, il suffira de la remplacer par : 
toute autre que l’on préférera. 

Par exemple, on pourra partir du résultat (B) indiqué par M. Her- 
mite dans son Cours d’ Analyse. Le point de départ est, comme pour 
Wronski, la serie de Taylor. J'ai déjà déduit (n° 4) cette expression (B) 
d’une autre expression équivalente, mais exprimée par une notation 
plus concise (A); cette forme (A) a plus spécialement servi pour 
exprimer d’une manière facile à retenir la formule du changement de 
variable. Je vais établir, en quelques mots, que, si l’on prenait (B) 
comme point de départ, on arriverait immédiatement à (A). 

On suppose démontré que (?) 


«yv=fl(u), u—o(x); 


(B) | es —1.2...n[A, f(a) +... +A, f™(a)], 


I L , on 
| A; = oon Cure — ri (du... + (— era |. » 


eo << nn a 


(1) 4, S., t. II, p. 427. 
(2) Cours d’ Analyse de l'Ecole Polytechnique, par M. Ch. Herinite, p. 62. 
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En vertu de ce théorème évident que la dérivée ä*" d’une somme 
est la somme des dérivées v*™* des différents termes, ona 


, Ü a , 
[ue — - u (u) +... + (— 1)! ri un! um | 


u Û i. (2) 
= | ui— 7 ug +... (— ı)! 7 usu 
= [(u — w)— uh J = [(u — we)! J, 


et par suite, en remplaçant x par m, 





dry . dy 
| apm =[u— u, |” In 
(A) 
I By I qm 
| +7 [u - — Uy)? |") Date tram [(u— « o )™ je) ak 


J'ai d’ailleurs montré, dans une remarque 5, que cette formule 
pouvait encore être écrite d’une manière plus condensée, bien qu’iden- 
tique au fond : 

dry dy d’y ) dry 


ne (m) —_ —__ 2\(m) cee —_— me\ (ae) __:_ 
(0) m = (tt) du +7 zu at + an ‚(u dun’ 





9. Les formes (A), (B), (C) me paraissent faciles à retenir. C'est 
ce qui me les a fait adopter dans ce travail. Elles indiquent, sous leur 
forme abrégée, un développement facile à rendre explicite et qui d’ail- 


leurs est déja connu. 
Le coefficient de or est TD (uP)®9, Développant, on tombe im- 
médiatement sur le résultat indiqué par M. Bertrand ('): 


deu\ d'u he 
a) dr: ( dx 


(F) dy R n (a 1.2 1.2... dry 
‘ = 1.2...7 a le u ® 
dx” — 2... 1.2... 1.2...h,4 dur’ 


h,, hy, ..., hy étant des entiers positifs, tels que 


h,+2l,+...+ahz=m, 
+ hyt...+ lk=p. 


(!) Traité de Calcul différentiel, par M. J. Bertrand, p. 309. 
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m 4 bs m). . 9 
En effet, (u?)® se déduit de (u,u,...u,); par suite de l'hypo- 
thèse représentée par u, il n’y a à considérer que les termes contenant 
les p quantités u,, u,, ..., u,. Soit donc un terme à coefficient 


P, 
PAP... Pie’ 


contenant À, premières puissances, À, secondes puissances, ..., A, 
puissances «, de telle sorte que 


hy, +ah,t3hyt+...+ ah m, 
Nyt Nyt h+..,+ h=p. 


Il est nécessaire de remarquer que des termes qui sont distincts si l’on 
conserve les indices deviennent égaux si on les supprime; ce sont 
ceux qui se déduiraient du premier en permutant entre elles les h, 
quantités élevées à la première puissance, ainsi que les À, élevées à la 
deuxième puissance, .... Si donc on supprime les indices, le même 
terme est répété autant de fois qu’on peut former de permutations 
différentes avec les h, objets du premier groupe considérés comme 
pouvant être pris dans un ordre quelconque, avec les À, objets du 
second groupe pris abstraction faite de leur ordre, .... Un même 
terme est alors répété autant de fois qu’il y a de permutations avec 
répétition de p objets, Ah, étant égaux entre eux, A, autres égaux entre 


eux, ..., c'est-à-dire 
Po 
Pr, Pa, eee P, 


‚ Si donc on ne veut prendre chaque terme qu’une seule fois, il faudra 
multiplier son coefficient par ce nombre, ce qui donnera 


P, P, 


Ph... Pas PaPr,... Pr, 


Nous avons ici le développement de (u?); or il ne s’agit dans (F) 
que de celui de = (ur), On a donc 
P 


(5 h, l (2) h, 
P ) ( P ) 
Pin i I. ..; 
P;, I hy 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome II, — Mai 1886. , 20 
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comme il s'agissait de l’établir en partant directement des formules 
fondamentales. 


lO. La Refutation de la theorie des fonctions analytiques de La- 
grange, de Wronski, fut « l'occasion d’une polémique tres ardente », 
à la suite de laquelle « un silence convenu ou tacite s’établit autour du 
réformateur (') ». Les formules que je viens de rappeler n’attirerent 
pas l’attention des savants. Depuis, quelques auteurs ont retrouvé, par 
des méthodes particulières, la dérivée mi“"® d’une fonction de fonction, 
sans que l'antériorité de Wronski, dont le Mémoire date de 1812, me 
paraisse contestable. 

Je pourrais donc me borner a passer aux applications que j'ai cru 
devoir faire pour montrer que les notations employées par Wronski 
des le début sont assez claires pour conduire directement à tous les 
résultats particuliers obtenus jusqu’à présent par des procédés élé- 
gants, mais variables d’un exemple à l’autre. 

Je citerai cependant, pour compléter ce court historique, trois tra- 
vaux remarquables, faits chacun à un point de vue différent. 


11. Dans les Nouvelles Annales de M. Terquem (1. IX et XI) se trouve 
un article intitulé : Sur la differentiauion des fonctions de fonctions. Se- 
ries de Burmann, de Lagrange, de Wronski, par M. A..., ancien élève 
de l'École Polytechnique. Cet article est assez intéressant pour que 
M. Combescure l'ait jugé digne de figurer en uote dans sa traduction 
de la Théorie des déterminants, par M. “Brioschi. 

Les notations initiales sont les suivantes : 


| s—F(rv), yY=9(2), 
ds — À, F' (y) + ALF’ (7) +...+ A, Rm) (y); 


dx" 


(F) | { =] Eu SI ||” 
l= EH aN 1.2 1.2.0. 


kad I. 2. am; 1.2...Ma 1.2...M, 


m,, May... , M, étant des nombres entiers et positifs (y compris zero), 


u a Te AN ER 


(1) 4. $., 1. TI, p. 482. 
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qui doivent satisfaire aux équations 
M+2Ma+... + AMn—=h, M + Moto + Mn m. 


On reconnait aussitôt la formule (F) déjà établie (n° 9). 
Ensuite l’auteur, en vue du but spécial qu’il s’est proposé, ainsi que 
l'indique le titre, dunne au résultat la forme suivante : 


QCr+A)— gx) _ 
h 


dns _ De CR! 


3 — af 1) ft dr- 2 (0° do 


Ahn? —1 
nn na) 


d"-3( 43), 7 
1.2.3 


Wa, 
BO) ais 
(le zéro indiquant qu’on doit faire = o apres les différentiations).. 

Je vais montrer qu’on passe facilement de cette forme (G) à la forme 
(A) indiquée plus haut. Pour revenir aux notations que j ai employées 
jusqu'ici, j'écris 
J=f(u), «= 9(2) 
ou encore 
u=O(%o+ X), Uy = 9(2o) 


(xv, étant la valeur initiale arbitraire), 








(G) 
lg, 
r 
d'y n dn=1(6) dy  n(n—t) d"-1(§2) d'y 
dar ~~ 1 da"! du 1.2 der? du? 


Or on a, par la formule de Maclaurin, 





; / ; 
(te — uy)? = (u — uy)? + = = [Cu — u)’ +...+ ap [Qu — we +... 


D'après le lemme du n° 3, les p premiers termes du second membre 
sannulent; il reste 


N 
rer 


(au — Uy)? = my 





o Pye + [( u“—t y Pier!) +, 
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par suite 


= Ce Mo) __ |! ul Cp) t__ _ t) 
eS — ra. pi UTP + Ta. (phi | Le Wo) PT vers 
2...(n 


I. 
GP (n—-p) — 
( ) 1.2. ee 


fa ulm + Ba + yet 


d'où, en faisant 2 =o, 


(Gp)in—p) _ 1.2...(n —P) [(u _ Uy P|, 


1.2... 


Alors le coefficient de ox dans (G) étant 
uP 


CRI)... (MAP FV pp) 
1.2...p 


peut encore s’écrire, après réductions faciles, 


Tap le _ u)P] = 





pin) 
1.2. ra. p i") ? 


ce qu'il s'agissait d'établir. 
L'auteur termine son article par la démonstration du résultat sui- 


vant: 
g(a +h) — Cr) 


«$= 7, 
er on [2 #D'o(z) D2 o(x)*... D8! p(x)" Dr F(r)] 
nl aha! [9 F (x + h )Ja=o — ES ; 


ı!2!3!...n![Do(z)) ? 


Ce beau théorème est di à M. Wronski (Philosophie de la Technie, 2° Sec- 
lion, p.110). » 

Il semble donc que l’auteur se soit tout simplement proposé d'obtenir 
par une démonstration suivie un théorème déduit par l'inventeur de 
deux résultats obtenus d’une manière indépendante, comme cas parti- 
culiers de formules beaucoup plus générales. 

J'ai déjà indiqué que c’est comme déduction de la « Loi suprème ou 
universelle de l’Algorithmie » que Wronski présente sa loi fondamen- 
tale des séries du n° I, qui conduit immédiatement, comme on l’a.vu 


plus haut, à 
dy _Et(d'rdirt...dm-1xm-1qm y) 


I 
ml de" 112131...ml(dr)rttéreæm 
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Passant ensuite de la generation technique systématique (') à la com- 
paraison technique (?), le philosophe résout le probleme universel, dont 
la formule s’etablirait rapidement par les méthodes employées en Calcul 
différentiel pour en établir « le cas le plus particulier », la série de 
Lagrange. Or, étant donnée une fonction quelconque 


y=S(z)=F(u), z=o(u), 





os L— Ly N 
si je pose >= 0, d'où 
BI U— Uy 


um Uy t+ (2 — 2,)9"', 


j'ai, en appliquant la loi de Lagrange et en remarquant que, Ÿ(x) étant 
une fonction quelconque de x, 
d™ @(x) | 
Ec |, 


dm (zx) dm @(2 5+ h) 
| dx" |. | |, 


dhr 
l'égalité qui suit : 


[>] (an! [ee || | 
dx" ı=x, tdum-! du NZUG 


Posant u — u, + A et appliquant de nouveau la remarque qui vient 
d’être faite, on trouve, en supprimant les indices de u, et x, qui sont 
inutiles (u, et a, étant des valeurs initiales quelconques), 








dry dm-1 ne 
(H) 72 = | ail? Plu Ay] 





. . . , qm . 
Egalant les deux valeurs ainsi trouvées pour aoe on obtient, avec 


des notations tres peu différentes, le théorème énoncé plus haut. 

It est done visible que, contrairement à l’auteur de l’article que je 
viens d’analyser, j'ai conservé à part les deux résultats qu’il cherche à 
relier l’un à l’autre. | 

J'ai déjà montré l'utilité de la formule 
(D) 1 d'y _2Æ+(dxd'a?..d"y) 


mi dem il... mi(dr)+ti+.+m 





ne en — ne mn nn 


(1) 4. S., t. Ill, p. 358-391. 
(2) 4. $., t. II, p. 391-429. 
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Je retrouverai, dans le Chapitre III, la formule 
qm qm-t . . 
= a lO Fu + m] 


sous la forme 


amy _ qin-1 u h , _m , h Fe ; 
(H) dam = dhm=i (= +75% +.) (> +a y+. …)] 3 | 


on verra alors tout le parti que je tire de cette formule très simple au 
point de vue du développement explicite de la formule générale du 
changement de la variable indépendante. 


12. Au moment d'achever cette nouvelle rédaction, je trouve, dans 
les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux articles par M. E. Cesaro, 
intitulés : Dérivées de fonctions de fonctions (janvier 1885); Note sur le 
calcul isobarique (février 1885). 

Il n’y a donc pas à s'étonner que la formule (F) soit présentée sous 
cette forme : 

« Formule générale : 


1 dPy _ La I 1 du 
(9) pl der =), Er du ae 2) | 


Pour expliquer le sens de cette formule, rappelons d'abord que, ayant 
toutes les solutions entières et positives de l'équation 





+ Pat. + Pin = Ps 
on appelle algorithme isobarique d’une fonction /(r) et l'on désigne par 
Sf) la somme de tous les produits analogues à 


SCT) (re) .-- (rm). » 


Cette formule est si peu différente de la formule (F) indiquée plus 
haut (n°9), que je crois pouvoir me dispenser d’insister sur ce point. 

Le rapprochement que l’on constate ici entre la formule relative aux 
dérivées d’une fonction de fonction (n° 4) et le calcul isobarique est 
confirmé par ces paroles de M. E. Cesaro (p. 49): 

« La relation (9) comprend comme cas très particulier, pour dif- 
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férentes formes de la fonction 9, toutes les formules contenues dans 
notre article Algorithme isobarique et démontrées par une autre voie 
dans le Journal de Battaglini. » 

La démonstration de | auteur, qui « ne suppose aucunement que les 
fonctions considérées soient developpables par la formule de Taylor », 
est tres simple; avec les notations que j'ai adoptées, elle s’etablit ainsi. 

Supposons qu’on ait démontré la formule vraie pour l'indice m et 
qu’on veuille l’étendre à l'indice (72 + 1). On sait que 





„day _ I cm) AY y I ( , dPy 
(¢) dem + 1.2...(p—1 ‚(ur dup-! Fia.p (uP yim due 7 


Prenant les dérivées des deux membres par rapport à x, il suffit d’ éla- 


blir que le coefficient de 7? = deviendra 


,p (m+1) 
ap 


Pour faire le calcul, supprimons partiellement (la où l'on aura à effec- 
tuer le développement) l'hypothèse indiquée par le point placé au- 


* dry . 
dessus de u. Le terme en a proviendra de 
uP 


] dp-'y 
—_—— (uP! yom (ar) ) du —ı_ akku) —...] ur) —...] d'y. 
1.2...(p—1) du di 51.2...p dr dur? 
d'où 
I ._ . P,°. P,', . dey 
__ P—i\cm) ss! (m+1)__ LE p-iI\m) nl! Pp—t\(m-+1) v —_ se, 
oi | Pte yor) a! + (uP) (u yer") u (uP-t) u 15 


Supprimant tous les termes qui contiennent wen facteur, puisqueu= o 


Py 


, . d 
et que ces termes sont en nombre fini, le cofficient de -— est 


. . ° I . 
Si [p(ur—! yun) ul + (up )(m+1) —_— p{uP-1)0) u] = nl (uP)on+t), 
On voit qu'ici la même question est traitée avec des notations sensible- 


ment différentes de celles indiquées plus haut. Mon but, qui est d’appli- 
quer des formules où l’on soit guidé par l'habitude qu'on a des pro- 
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cédés ordinaires des Calculs différentiel et intégral, s'éloigne notable- 
ment de celui de M. E. Cesaro qui s’occupe plus spécialement de déve- 
lopper les méthodes et les applications du calcul isobarique. 

L'importance de ce nouveau calcul est nettement définie par l’auteur, 
qui indique en même temps les sources principales auxquelles on peut 
recourir dans cette étude. La question est exposée mieux que je ne 
pourrais le faire. 

Je me bornerai à quelques réflexions qui me paraissent à leur vraie 
place dans un travail destiné à rendre pratiques des formules de 
Wronski. Le terme algorithme isobarique fait songer à ces phrases par 
lesquelles M. de Montferrier termine la première page de son Ency- 
clopedie : 

« Nous devons faire observer ici que le nom d’Algorithmie a été 
donné par Wronski à la Science générale des nombres. Avant les travaux 
de ce savant, on n’avait point désigné parun nom collectif les diverses 
branches de cette Science qu’il a, le premier, ramenées à une unité syn- 
thétique. Le nom d’Algorithmie provient d'algorithme, qui signifie 
calcul. 9 

« Il est curieux, remarque M. E. Cesaro, de constater que tous les 
inventeurs, en agissant les uns à l'insu des autres, ont été d'accord 
dans le choix de l'algorithme isobarique composé comme base du calcul 
des partitions... On sait d’ailleurs que le même algorithme, précédem- 
ment étudié par Wronski, sous le nom de fonction aleph, a été l’objet 
des recherches de beaucoup de géomètres. » 


13. Dans le Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques de 
décembre 1881 se trouve le compte rendu suivant d’un article publié 
dans l’ American Journal of Mathematics pure and applied (1. III, 1879) : 

« Glashan (J.-C.). — Sur le changement de la variable indépendante 
(190-191). 

« Soient 

u—f(y}, r= 9(y) 
et 


I 
Lp = — D2, un = — Diu. 


I 
~ pl n! 


Si l’on désigne par S/, la somme des termes de poids m dans le deve- 
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loppement de 
(rs + l'a —- 3+. . .)", 
on aura (d'après Cauchy) 


Diu Da 
— | ~ 2 r 7} T 
u, = SD. u + Sir +...¢87 —-. 


Quant aux valeurs de 











I + I n 
D.u, gi Da un Deu 
on aura 
Tr uy | 
u, I Ts Us 
Dru—- ; — Div ; 
A; 2 py 
Ss! O 0 u 
Ss; 5; Oo Uy 
ù ! à? = 3 
1 ~ 2 ù 3 ni 
Sho Saas S 7-1 Sn 1 Un. | 
1 2 3 n-\ 
; 1 D’u— S} Si, Si a Sn Un | 
(E) ZU UT — 5 ad on =)» 


On reconnait ici, à part les notations, la formule (E) demontree 
plus haut (n° 7). La formule de Cauchy, qui a servi de point de départ, 
n'est autre chose que la formule (C). 

Au risque de rendre les résultats moins intelligibles, on arrive à la 


formule qui contient le plus de zeros; et, au lieu de la notation (æP)", 
qui rappelle l'énoncé du problème, on prend la notation isobarique S7, 
qui ne me paraît pas faire image comme la première. D'ailleurs, sans 
m'occuper plus longtemps de comparer les differentes formes sous les- 
quelles ont pu se présenter les résultats précédents, je me bornerai à 
remarquer combien est claire et concise la forme adoptée par Wronski 


et reproduite par M. A.-S. de Montferrier, 


N dm y _ wd! r d?.rt. . ‚dr pm 1 dm y) 
pm dr" ~* mim+t) u 


—S 


(at? 1) (dr) 2 





Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il. — Mar 1885, 21 
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Exposition. 


L4. La discussion détaillée que je viens de faire rappelle qu'il existe 
des formules tres générales. Mais on peut être tenté d'admettre que 
des formules par trop générales cessent de devenir pratiques. C’est 
celte idée que je désire combattre. 

Dans le Chapitre I, je montrerai que la formule générale (D) du 
changement de variable peut résoudre simplement certaines ques- 
tions, malgré son apparente complication. 

La formule qui donne la dérivée d’une fonction de fonction est 
relativement courte. On s'explique alors pourquoi (étant donné qu'on 
a une fonction de x et qu'on veut introduire une nouvelle variable 
indépendante z), il est souvent commode d'imaginer d’abord que la 
fonction ait été exprimée en fonction de wet de remplacer ensuite x 
par sa valeur en fonction de x. Le Chapitre IT sera consacré au dévelop- 
pement des conséquences de cette idée. 

Enfin le troisième et dernier Chapitre sera destiné à montrer l’a- 
vantage qu’il peut y avoir à se servir, dans certains cas, des intégrales 
définies prises entre limites imaginaires. 


15. Jai cherché à obtenir des résultats faciles à écrire, non seule- 
ment pour quelques cas particuliers bien connus 


yo f(r), re", z=Lu, ru, ru, 
mais aussi pour toutes les fonctions élémentaires d'un usage courant 


x — ub, X= COS, 2 == tangu, r= arccosu4, T ==: arctang «. 


L'expression, soit symbolique, soiteffective, de an en fonction de 
xx, ÿ, y¥", ... se présente comme simple application de la 
formule du binôme. Le développement des coordonnées xr et y d’une 
courbe plane suivant les puissances croissantes de l'arc (le rayon de 
courbure étant une fonction supposée connue de cet are) s'obtient 
avec la plus grande facilité et me parait suffire pour établir l'utilité 
géométrique des formules générales. 

Il est inutile d’insister davantage. Je passe aux applications. 
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CHAPITRE I. 


16. J'ai démontré les formules 

















(2) (I) al) pui | 
I am Y xr (m) xe {m) du m] (m) of oe) 
(D) _ _ — ! ( ) ( ) ( ) J u 
1.2...m dx"  1.1.2.1.2.3...(1.2...m) [Cary Pit teat 
| (zy) o vi | 
(JQ) (er o _ 0 ve | 
(E) 1 dm y _ | (aye („rim | (03) m) a (rl) m. yom) | 


1.2...m den 1.1.2.1.2.3...(1.2...m) (ari) lt. m 
On est lent& de croire que ces expressions générales constituent deux 
théorèmes tres intéressants, mais inapplicables; il suffirait d'un seul 
exemple pour prouver le contraire. J’en donnerai deux, et je ferai ob- 
server que le premier me fournit une remarque très curieuse. 

C’est précisément en traitant par une méthode très ingénieuse ce 
changement de variable, défini par 


y=f(r), _ owe", 


que M. Bertrand, dans son Traité classique de Calcul différentiel et in- 
tégral, insiste sur cette idée très importante que souvent les méthodes 
trop générales donneraient lieu à des calculs prolixes, là où des pro- 
cédés particuliers conduisent rapidement au résultat. Les théorèmes 
connus semblaient done impuissants à résoudre une question presque 
nécessaire. 

Cet état d’infériorité de la théorie algébrique n’était qu'apparent. La 
formule (D) de Wronski, malheureusement laissée dans loubli, était 
capable de donner la solution avec autant de facilité que si elle eüt été 
créée dans ce seul but. 


17. Premier exemple. — \\ s'agit de démontrer que, si l’on substitue 
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a x une nouvelle variable indépendante, définie par l'équation 
re, 


on obtient un résultat qui peut s’écrire sous cette forme symbolique, 


h d'y _ . d dy 
Cam = | —(n=|[ 95-0 |... [|S » 


(Traité de Calcul différentiel, par J. Bertrand, 169-171). 
Le déterminant 


(x) (.r?)(0 wen (zr1)0) yh) 

(x)? (x?) . (7-10) y(2) 

(rf) (zr)t®) (at-1)(n) yin | 
devient ici 

et 2 e?u a (2 __ 1) ein-i)u LA 

et 2° et a (n _ 1)? ein-tllu ye) 

et on ett u (n _ 1)" e(a- ie yin | 


On peut mettre e* en facteur dans la première colonne, e™ dans la 


deuxième, etc. Remarquant d’ailleurs que le déterminant est une fonc- 


; ; dy a} 
tion linéaire des éléments de la dernière colonne f= 7» ee . 


et qu'on peut sans danger écrire symboliquement dy 612 : 
q p € Ny € 8 y q pi du 9 du D °° a 


d*y 
condition de remplacer, dans le résultat final, (5 7) par Se il vient 











| _ a | 

| 12 $ (en du | 

‘dy’ 2: 

2 2 2 _.\2 CA i 

12 22 33 0... (n—ı) (aa) | 

en . | 

u\14+2-+... +(m—1) n PEL 21 _ n ‘dy " 

Da Ce ae es not Ga)” 
1.2...n dx" 1.1.2.1.9.3...(1.0...n)[etjirite#ir-Déte 


Le numérateur est un déterminant de Vandermonde; il est égal à 


dy dy 
1.1.2.1.2.3...1 2m —1)| Se — (n — |. - |S. 
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Alors, par des réductions évidentes, on obtient [en remplaçant (e“)" 
par x" et faisant passer ce terme dans le premier moe 


„Ur _[d ) | ) dy 
dat | da (t! i 7? ia la 


18. Deuxième exemple : 
x = uP, 


u étant un exposant quelconque, positif ou négatif. 
On a, par la formule (D), 


_ . u OY | 

pub! zur! ... (me —1)pule—lend An | 

(pen D 777] u BE | 

I sa esse ER | 
12... EM 1.1.2.,.1.2...m ruub-t)i+2+. pm 


Si l'on muluplie par & les éléments de la premiere ligne du détermi- 
nant, par u? ceux de la deuxième, etc., ce qui revient à multiplier le 
déterminant par u!t-+", on peut mettre u® en facteur dans la pre- 
miere colonne, u?* en facteur dans la deuxième, etc. 

Après réductions évidentes, il vient 








a ’ AU | 

| 7 wae ir 

| ‘| 

| miu—1) 2u(2u —ı) ml | 

| du? | 

By | 

ua —ı)(R —2) 2ulau --ı)(aR —2) ... LT | 

I dy ne es ous | 

1.2...mdrn Pneu 


Le résultat est donc de la forme 








IM 2 [ZT AN mt -1 4, 
d oY m mu. _ d J m—1 - mi d J 
= Cyl + C,U 
den du dur! 
ou encore 
In im n- 1 
am d } — eye d L +C um! a” A 
dr v lu dur-! ’ 


Cor Ci +. étant des coefficients numériques. 
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Ces coefficients s'expriment en fonction de certains déterminants 
dont la loi de formation est très simple; si on les retrouve plus tard 
sous forme développée, on aura par cela même le développement de 
ces déterminants. 


19. Quoique le déterminant (E) contienne un grand nombre de 
zéros, son développement direct paraît impraticable; c’est pourquoi 
j'ai cru bien faire de m'adresser à la théorie des intégrales définies 
prises entre des limites imaginaires (Chap. III) pour obtenir avec la 


plus grande facilité le développement explicite, sans terme inutile, de 
der Y . N , , ’ 
Tin en fonction de x’, x”, ..., 29, y, y",..., vi. 

J'avais achevé tous les calculs de ce Chapitre III, quand l’étude atten- 
live du travail déjà analyse plus haut (n° 11), et intitulé : Sur la dıfe- 
rentiation des fonctions de fonctions, Séries de Burmann, de Lagrange, 
de Wronski, par M. A... », m'a signalé un rapprochement inattendu 
entre des méthodes en apparence si différentes. L'auteur, comme je 
l'ai dit, termine ainsi : 

G— ele + Me), 
Q 


In-ı .. S[+ D'o(x) Dt9(2)?... Dr-to(z)r-! Dr F 
m a [oh Ce + h)] = 2H Dig (2) Piece)... Dee xD? F(a), 


« 


nin+ii 


1:21...R![Do(x)] ? 





» Ce beau théorème est da à M. Wronski (Philosophie de la Technie, 
Section II, p.110). » 

Ce qui n’est pour l’auteur qu'un beau théorème devient pour nous 
une marche à suivre pour arriver au développement, sans terme inu- 
tile, du déterminant (D) de Wronski. 


20. Il est facile de comprendre quelle doit être la démonstration à 
adopter. 

On commence par remplacer dans le déterminant les quantités (x), 
(x )*,... par 9, 0?,... au moyen de la formule établie plus haut (11) 
1.2. ..(R 


realen. 


fp\in— — 
HP )(a—p) — 
( ) 1.2... 
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On remarque ensuite que de 


1 d'F(r) 1 d'- 


UD) n! dei) — ni dh® 


— [9 Fir + Ah)la=s 


on déduit, en observant que 
qu F(.r) _ dr F(.r + A) 





9 


dem 7 dh" 
le, développement 
1 a F(r) 1 Pd*-*(9-"), _, n—1 din) 
TR = ER Pen ern] 


On est done amené à multiplier les éléments de la dernière colonne 
du déterminant, qui sont F'(x), F’(x), ..., respectivement par 
dn-1(59- N) n — 1! de: Ve : 

— TT pp au Lg | 


dh? I dh? 
Je renvoie, pour le détail du calcul, à Particle de M. A..., d'où il 


est tiré. 





21. Si j'avais trouvé au début cette formule (A) dans Wronski, au 
licu de ne la reconnaitre qu'après des applications multipliées, je n’en 
aurais tres probablement rien su tirer. J'en donnerai pour preuve cet 
extrait de l'Encyclopédie mathématique ou Exposition complete de toutes les 
branches des Mathématiques d'apres les principes de la Philosophie des 
Mathematiques de Hoëné Wronski, par A.-S. de Montferrier (Ct. HE, p. 410- 
117-418). | 

Or, lorsqu'on donne à la variable & une valeur quelconque a dé- 
terminee par la relation (x) =o, les premiers membres ... sont les 
coefficients Ay, A,, Ay, ... de la série primitive 


(52) Fer): Apt A o(r) + Ag 9 (0)? + 
Ainsi ces coefficients auront pour expression générale, dans ce même 
cas de 2(a) = 0, 


[8-4 + sit 
(H) (51) Au= — (= [ORR Cr sy DE 


‚el! PERS RSS 

mais, pour rendre cette expression indépendante de la variable 3. 
qu'on doit faire égale à zéro après les differentiations, il suffit d’ob- 
server qu’en donnant à la variable :x la valeur a et à la variable z la va- 
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leur zéro ou x — a, ona évidemment 


» # 
a 


per (ee) ET) 





oP dsP dr? 


. . .€ ° 
Ainsi, dans le cas de 9(a) = 0, qui est celui des valeurs des coeffi- 
cients de la serie (51), l'expression se réduit définitivement à 


I 1 7 7 —_ \ dk (.r)* 
[ert =<) 
(H) (54) Au = —- (Ser) ae) | , 
47 Aw ui | dee | 





en indiquant par l'indice (x = a) qu'il faut faire x =a, apres les dif- 
férentiations.... 

» Nous ferons observer que cette construction (54) des coefficients 
de la série primitive (52) présente déja une anticipation sur le déve- 
loppement définitif, que donne la loi de Wronski 

Glan) Bela)... dé 9 (a)tot dé Fin] 


E) (47) Ag= —— 3 7 7 
( ( 17) [el vy | cd! (X) d? s(r)? d oO (2)? en da! (x)! dv o (ar) | 





des expressions initiales 


(FE) _ (a ATO-PF(e + IN, 


(90 
dy dst -! 














car on obtient immédiatement une generation relative de ces coeffi- 
cients (5o) en développant le coefficient général ci-dessus par la loi 


(19) d™ (Far fr) =F rd" f(x) + mdFzxd" 1 fr -+.... 


qui est la loi fondamentale du Calcul différentiel. On a, en effet, 








| de) (= é | 
4, — L_. He) dr | 
TL day 
: rT u 
~~ \ +; ? « _ a; ad “oa 
Loo) ¢ _ it: Fr) C—a + v—ı diF(x) p(r) 
a | dvb ( sr), 1 dire dr 
dt ‘r—a\* 
| „ kohle) AE) Peu) + 
\ 1.2 dar? dx y 


Bann 
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mais ce développement dépend d’une fonction auxiliaire >) J? de 


sorte que, pour arriver à la génération absolue du coefficient général A,, 
c’est-à-dire pour n’avoir plus dans ce développement (55) que les der- 
niers termes ou les vrais éléments de la génération en question, il fau- 
drait encore développer les différentielles 


1 Et | (cae =), Bu 
(2) € o(x) o( a ‘ 


et, ce qui n’est pas le moindre inconvénient, comme, en faisant x =4«, 





\ . , e . ° . , . , QO . 
après les différentiations, on obtient des valeurs indéterminées =? il 


serail encore nécessaire, par des différentiations réilérées des numéra- 
teurs et des dénominateurs, d’arriver enfin aux derniers termes ou aux 
elements ds (x), d’z(x), d’s(x), ..., dont la loi n'apparait nulle- 
ment au milieu de toutes ces opérations. Il n'en est pas ainsi de l’ex- 
pression (47) ou (19); elle donne immédiatement les éléments de la 
construction des coefficients en question et présente ainsi la généra- 
tion absolue de ces coefficients. A la vérité, il entre encore dans cette 
construction les différentielles des puissances de la function 9(x) et 
non les différentielles immédiates ds(x), d?9(x), d'a(x),...; mais 
la loi qui donne les différentielles 5x", moyennant les différen- 
tielles élémentaires dox, d'ox, d’ox,..., n’est qu'une extension 
ou plutôt une transformation de la loi fondamentale (n° 19). » 


CHAPITRE IT. 


22. La formule qui donne la dérivée mi" d’une fonction de fonc- 
tion étant relativement simple, il y aura souvent avantage à se ramener 
a cette formule. Je rappelle d’abord quelques-unes des formes dont elle 
est susceptible : 

y= f(u), u=o(e), 











, dry dy ay I dm" y 
(C) m = — =(u)om — An + = 5 (u ur) (m +...+ - bom (um): m) Ton , 
amy d u— u)? m) dry aa) dr 
(A) — — [« — Ug |i) ay + — [( oc + ee + LC Zul" 
dx" du 1.2 du: 1.2... du”? 
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. dr y _ 4 dy + A, ary + + An dm y 
dr" du Lada °° 1.2...mdu™’ 


(B) ‘ 





Ap = (ur) — E (urn u +.. + (— 1)P!plu)" uel; 


ut) uP) 
(F) J el Lp a 


—_— — ’ 
| dx" 1.2... 1.2.../4 1.2...h, dur 


hytahet+...+2h,=m, hy thyt...t+hg=p. 


Les applications étant assez nombreuses pour mériter un classement, 
je diviserai ce Chapitre en trois Parties. 

Dans la première, j'utiliserai les formules pour plusieurs des fonc- 
tions élémentaires. Il deviendra évident que l’on ne peut être arrêté 
dans cette voie que si l’on a affaire à des fonctions dont les propriétés 
ne sont pas assez connues actuellement pour donner lieu à certaines 
transformations de calcul nécessaires dans tout probleme. | 

Dans la deuxième Partie, je me bornerai à un seul exemple géomé- 
trique tres simple et très important relatif aux courbes planes. J'indi- 
querais bien des formules pour le cas des courbes gauches, mais elles 
ne me paraissent pas encore arrivées à un degré de simplicité suffisant 
pour que je les transcrive. 

Enfin, la dernière Partie sera destinée à montrer combien il est 
facile de généraliser la formule à deux points de vue différents. 


PREMIÈRE PARTIE. 
23. Premier exemple : 
æ=Lu, c'est-à-dire ue, 
D'après la formule (B), ona 
d" y La | 1 dPy 
dir = Ÿ Le — Uy)? JE pi dur’ 
pol 


. um > 
[ (te — uw)? JOO = | (we ym — . (UPS) + + (— 1)? put) uri |; 


or 
“er, (up 'n) = (er in) = p" ere, 
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On a, par sulle, 


d'où le résultat connu 

1 d . 2 d? , 

+ au + — [ar 2 ya] so +... 

u 1. I du? 

+ |?p" —F(p—iy+.. se (Poi pi" wg... 
1.2...p duP 

Avec la notation des différences, ce résultat prend une expression tres 
simple, 





(Recueil complémentaire d’ Exercices sur le Calcul infinitesimal, par M.Tis- 
serand ). 


22. Deuxième exemple : 


Nous avons déjà prouvé que le résultat était de la forme (n° 18) 


my NE y mm — 1 » 
— m ) m—| + 
nn = Cou" —— + Cu dumi + 


dur 


Il serait facile de vérifier ce résultat; je me bornerai à chercher de 
nouvelles expressions des coefficients ¢ c. 


Sachant que, dans le coefficient de 5” rn qui est ——— [uw Je, 


on peut mettre en facteur uf *, il suffira, pour avoir i" coefficient nu- 
mérique, de remplacer wy par 1. On a une première forme du résultat 


bd pe) . 


dur 
He — cm) . 
m ory = -) [(2 1)? Jes 2...P 


J'appliquerai cette forme du résultat à l'exemple très simple 


“= x’, 
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dm-k, 
Le coefficient de u” Me est égal à 


MIR [(2?— 1)" - a 


1. ..(m — 


Or x—1=(x +1) (x —1)et pour x =1, le facteur x — 1 s’annu- 
lant, on a évidemment 


[ (2? — yo km = [(.x + syn (x — ya ym) 


_ m(m—ti)...(m—k+1) 
zu 1.2...4 


« (m — k)(m—k—1)...1.(m—fA)...(m—k — k +1) am-4-4 


mm —1)...(m — 2k +1) 


— n—-2k — - 
= rg gm-28 1.2...(m—h). 


Les premiers termes de la formule manquant, on peut l'écrire, en ren- 
versant l’ordre des termes, 


y = f{u), ur, 


«FE = (ney PM (a) nn) (ney A fer (a) 
DUR UT 9 (arjr-*§ fi) Qu) +... 
+ AU DURE RE D (a eye 2k fin- Au) +... » 


Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. Hermite, p. 61.) 
J à que, | P 
On peut encore transformer ainsi la formule qui précède : 
p (an) 
ot ayy (ar Laine +) 
=pp(pp—i)...(pp—m+t) 
_ Eetp—N up) —i|...[e(p--1)—m+1]+.... 


Adoptant les relations de Wronski, indiquées au début (n° 1) 


Hay" — (cr) o(r +3)... pl +(m —1)Ë], 
fees) Ser) 
il vient 
(up)"1 1 — Cut — 1)]"-1 +o Af (pp), ‚ 


SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. 7 


en remarquant, bien entendu, que les differences sont prises pou 
l'accroissement u. de la variable (up). Si l’on fait'attention à cette 
particularite, on peut écrire 





nay CT AP (upymi-ı de Y 
en = =J yell ur dur: 
P=1 


Le cas le plus élémentaire est celui où l'égalité existe entre l’accrois- 
sement » des différences et l’accroissement —1 de la factorielle 
(up)”'-', Utilisant alors cette formule tres facile à vérifier 


AP (a+ x)™!§ = mel-ifu(a + x) HE (1), 
on a ce résultat simple : 


u = xT!, L =u, 


p=m 
_—1 —p|-—t 
pm any _\ MP CP (PP dry 
dem 7 pli duP 
p=1 


Pour développer cette formule, il suffit de voir que 


(— p)m—Pi-t — (— 1)#—p pm—pli, | 


p= mn 
ad” y ym N mPi-tpm—Plt 1  dPy 2) 
- =(—yJ ee eee . 
dam —( gpil L'E+P dur ( 


Ce résultat n’est qu’un cas particulier de la transformation linéaire 
la plus générale, pour laquelle on obtient sans peine ce résultat : 


ar + b 
ant JS) 
dy PN gyre PEN. (n=) (abl — be pra? 
den =P DRE (np) ae Oe 


LP (a). 
pl 


Pour appliquer numériquement cette formule, il faut remarquer que 
pp +1)...(2 —1) 


any 'a plus de sens pourp=n, mais qu’il suffit de rem- 


(1) 4. .5., t. I, p. 274. 
(2) For ce résultat dans le Cours de l'École Polytechnique, par M. Iermitc, p. 61. 
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placer cette expression par 1 pour que la formule s'applique de p = ı 
à p — n, sans exception. 

Je terminerai par une remarque qui me permettra d'utiliser fa 
forme 


p=m 
, dm y , dry 
(C) din — D Cup jim dur: 
p-! 


Cette forme se développe, comme on sait, par 


un p 
CODE 5; a!) ale). .. um», 
a eee 


a+B-+...t+2=m, 


Pour obtenir la formule (F) nous sommes partis de (u, u, ...u, 
et nous avons été obligés (n° 9), ne voulant prendre chaque terme 
qu'une fois, de corriger le résultat dans le cas où l’on aurait par 
exemple « = 8. Ici, comme il ne s’agit que d’une application, et qu'il 
importe peu que l’on écrive plusieurs fois le même terme, pourvu que 
le résultat final soit exact, je n’aurai pas à tenir compte de cette cor- 
rection; il suffira de partir du développement supposé effectué de 
(u,u,...u,)" et de faire ensuite u, =u—=...=u,. 

Cela posé, je considère le cas particulier où » est un nombre entier 
positif plus petit que m. Si p > u, il faudra ‘supprimer dans le deve- 
loppement de (z”)*” non seulement les termes qui contiennent u" =u, 
mais aussi ceux qui contiennent u™, g > wp. 

Pour ne prendre que les termes uv? uP’... u qui contiennent 
Ily, Ug, ++.) Up AU MOINS à la puissance 1, je remarque que tous ces termes 
sont divisibles par u,u,...u,. Il reste alors | 

ut tust,. ut = ut ul... UX, 


«+-ß+..+Noen—p. 


Il vient alors un polynôme homogene de degren — pen u,,u,,...u, 
dans lequel, d’après la nature de la question, il ne faut prendre que les 
termes qui ne sont pas divisibles par des puissances données des varia- 
bles ut, uf, ...,uf. On sait que, dans la théorie de l'élimination, on est 
amené à compter le nombre de ces termes et à le désigner par une no- 
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tation spéciale 
Au... A,Ay N(p, 2 — p). 


(Cours d’ Algebre supérieure, par J.-A. Serret, 4° édition, t. I, p. 68.) 


25. Troisième exemple : 


“sina, rzarcsinu. 
Si je pars de l’expression développée de 


1 (up 
1.2... ° ’ 
comme ona 


1 n — . I) — of j T 
“= COST, u — — sınz, u" = Sin | r + ae ’ 


on voit que, si l’on écrit 


_. = 9 
dix P dur 


qm dPy 
Y =Ÿ 4 J 
T hy 
+45) 
2 
BB... 
2... Ma 


. sin 
— sinr\# /— cosz\" ( 

m (cos }#: 1.2 1.2.3 1 
7 1.2... 1.2... 1.2... °° I 


hy+t-ahyt+...+ahg=m, Nythet...theg=p, 


et par suite 
Nyt 2hz+...4+(%2—1)hg=m— p, 


Chaque terme étant de la forme C cos’ zx sin?-P x, le coefficient de 


dry >. 
LT est forcément de la forme 
duP 


Ay COS! x + a,cos?-' x sina +...+ dp, Sin’?s. 


On verra plus loin que ce coefficient peut aussi s’exprimer en 
fonction de singn et de cosqn. 


26. Quatriéme exemple : 


Tr = arc cote, u—= Cotà. 


On sait que, si l’on désigne par C, 4, .&,,...,.4, certains coefficients 
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numériques, on a 


‘ dcot.r dr col.r 
cot as = C + HK cotr + D; Le +: +4, 


di" 


(Cours d’ Analyse de l'École Polytechnique, par M. Hermite. p. 337, 
338). 





. , 8 dcotr 
Inversement on peut résoudre par rapport a — 
équations du premier degré 








d" cot.r 
3 eee 9 | 
dx ; di" 
acon _ 1— cot?.r 
dr ’ 
1 Œcotr 


2 dx? 


== Cotr — col’ z, 


1 Pcotx 





deot.r , 5. 
6 dé de 3 (ox, 
d" cotx 1 dcotr 
°C dart A dr 


Le dénominateur commun est une constante ; par suite, le numéra- 


leur ne contient x que dans sa dernière colonne. Développant suivant 
les éléments de cette colonne et ordonnant, on aura 





dr cotn nai n 
ur co T+dCOt"r+...+a,COiT + Ay+ı- 
Or 
P, - 
Ya) — " x %) --- 
Cul =) DP, a... ul (X-+...+h:zn), 
uit |@y cottt! x + a, OP CH... Ey + aut+.... 

Pour former (4°), on aurait à multiplier des polynömes entiers de 
degrés a +1, 8+1, ..., À +1; il viendra un polynôme de degré 
atit+6+i+...=xn+>p. Le résultat rentrera dans ce type simple 

pon 
dy 
dict 


dp y 
pi 


(B,u"+r + Bat tr-t +... + Bus p) dur” 
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27. Cinquième exemple : 


. u 
u(r), fs 


Je m’appuierai sur le résultat suivant : 


ha" mrti(s ) 
« 
nm +I 








af), 
= =) + SE 5 2" (5) +. 


I 
—_ __1______Yan-Y(z — am m 3 D. 
Ta... (@R— 1) (3) + (22 +1) N 
Cette formule permet de déterminer les dérivées d'indices pairs de u 
en fonction de u, u?... au moyen des équations du premier degré 


wre) Au DH... HA, uM Bu + Cu, 


[Tut BEE — Bu + C'urr-t, 


On tire de là, en remarquant que le dénominateur des inconnues est 
égal à ret que le numérateur ne contient qu’une seule colonne où 


entre l’inconnue w, colonne par rapport aux éléments de laquelle on 
développera, 
u@")— uld,+d W+...+ du), 


Pour les dérivées d’indices impairs, je prends la dérivée de la for- 


mule qui a servi de point de départ 


a!) 
han (3) N (5) == EN (5 y+ - oe 2" (3 )+.. + nen terre). 





On peut regarder A’(x) ou uw’ comme une quantité connue, puisque 


(2) = p(x) v(2) = (1 — v8) (1— Au), 
etalors ona 


u'?2n+i) L A, un) +..-+ A, 4 u?) — u'(B + Cut*), 
UN) en, — uw (B’ + C'u?"-*), 


url! — /(1— u?) (t— Mut)(e+eut+...+e,ut"). 


nn 


d’où 


(1) Theorie des fonctions olliptiques, par MM. Briot ct Bouquet, 2° édition, n° 285, p. 464. 
Ann. de l'Éc, Normale. 3° Série. Tome II. — Mai 1886. 23 
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Revenant maintenant au calcul, 


° FI P « 
(any = VB wu), 24t35+...4h=m, 
gee - EY) . 


Si m est pair, un nombre pair de quantités x, 8, ..., A est impair 
d'après la relation à + 8 +...+A=m; donc, pas de radical. Si m 
est impair, un nombre impair des quantités a, B, ..., À est impair; on 
a donc le radical en facteur. 

Si maintenant, mm étant pair, p est aussi pair, le nombre des quan- 
tités x, ... impaires étant pair, il en reste un nombre pair qui sont 
paires, puisqu'elles doivent être en nombre p, d'après la convention 
indiquée par w. On n’a que u? comine inconnue. 

En résumé, on a les types suivants : 





dp y 
M—AR...... hyo thyut t+... + hum : 
PR (Ao Ay + ) ai 
dir+! y 
(ky t+ hyut+...+ kumtir)u Tir” 
I nn CET dry 
m—=op+1... y(t— a?) (1 ut) + hyut+...+ hur+t2P3)u Tir 


a _ dir y 
VQ—ut)(i— Faut) (ko + Riut+... + humete—t) Tr 


— + 
+1 


DEUXIÈME PARTIE. 


28. Je désignerai les coordonnées d’une courbe plane quelconque 
par 
r=9(s), v= (s), 


s étant l'arc compté à partir d’une certaine origine. Appelant w l’in- 
verse du rayon de courbure et « l’angle que fait la tangente à la courbe 
avec l’axe des r, on sail que 


dr '(s) = cos dut 
— = 4'(s)= u — —= y, 
ds ? ( ’ s ® 


Le développement de x et de y de la courbe suivant les puissances 
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croissantes de l’arc exige la connaissance des coefficients 


u di+ir , ditty 
Mer) Nr), 


On sait, d'ailleurs, qu'il s’agit d'exprimer ces coefficients en fonction 
de 


“>? 
ds 
Je rappellerai aussi que l’on a, si u — o pour s = 0, 


de w, 


dr +1 X 


sent 7 M cosu +Nsinu, 
dati y . 
dent ——Msinu+Neosu. 


dn+ + r 
Je calculerai, par exemple, © Zr‘ Le résultat relatif à y s’en déduit 


immédiatement. 
La formule (C) donne immédiatement 


d”(cosu) =( m Coos + (uen d cos ut +. 
ds" 1.2 d 


u? 


bi . _ dx 
ou bien encore, puisque cos“ = ds’ 


dir | (uty) (1 (aay (aby 


— ——(u)" sina — COS + sinu + cosu—.. 
ds"! Cu) 1.2 1.2.3 1.2.3.4 


Alors, en désignant par Ay, Agr ..., Ag g entiers positifs non nuls, 
ona 


2° > trat... + ig nt, 


yo en D on, yh") | 
FT de | 


Si l'on veut écrire séparément MetN, 











M— — (ut) (uvm (us) + 
u 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.9.0 °°°” 
N _ — (u) + (us) (us) 


; 1.2.3 1.2349 7 
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Application numérique. — Je prendrai, par exemple, 
ax 


. (we) (4 ey 1) (4 {ety u 
—— —z — (u) sinu — —— cosa sinu 3 
ds? (u) 1.2 + 7.3 + 4.304 





7 COS uU. 


Pour (w?)”, on a à résoudre en nombres entiers À, + À, = 4, ce qui 

donne (la valeur o n'étant pas admissible), soit À, — 1, À, = 3, soil 

À,=3, A,=1, soil À, — À; = 2. J'écrirai donc, pour abréger, 
(u2)) = [Autus+ 4utul+ Gutu?]—Bu'u"+6(u"}?, 

(au) = =" [uy uur + Uy sy Ut + uu ul] = (1.2.3)?(u')?u”, 
2 


(ut) — 1 .2.3.4(u')®, 


d’après le lemme du n° 3. Il en résulte donc, en introduisant, au lieu 
de u, inverse du rayon de courbure w = w’, 


Br 


ae = [— Aon" — 308+ ut] cose + [— o" + Gao] sin u 


Zi = — [— 4 Aaa” — 30? + co] SIN 4 + [ — ny” + Ga? a] COS. 


29. Si l’on considère maintenant un point mobile, qui décrive la 


courbe plane, les projections de l'accélération d’ordre n sur les axes 
seront 


amr ¢; H si 
dry x 
qe = Gsinu+ Heosa, 


G et H étant des fonctions de w, w’, ... et de + = ë, Uy .... 
On a d’abord 


aA" x dx 
— (a) — 4 - m? 
den (s)im! ds il ) 








+ ‘ (on) ar 
1.2.../ ds” 

Si l’on tient compte des valeurs obtenues dans le paragraphe précédent 

our dx dx 

P ds’ ds?’ 

dx (SP Un) 

—— =(s)'") cosu +... 

dm (5) meet 


. u?)tP—1) | 
— — (a sinu IT cose +...) +... 
1.2..:PL I | 
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ou encore 








"| m (AYE RCE Gye aay en cet (ur) 
din —) MS) 1231 Ta 1.2.3.4) 10 |” = 7537| 


. sina, 








+7 nn _ (syn) COR (siya n) wy Gays | 
I 


1.2.3 I 1.2.3.4 1.2.3 


Je n’écris pas les derniers termes de la parenthèse (s7)", ... parce 
qu'il peut se présenter deux cas différents, ce qui compliquerait l’écri- 
ture de la formule générale. Dans un exemple particulier il ne peut y 
avoir aucune difficulté. On s'arrêtera quand on sera conduit à écrire 
("+"). Dans la parenthèse qui multiplie (s?)”, savoir 

wur _ urn 


1.2 1.2.3.4 
ou bien 


(utyip-D  (wryie- 


1 1.2.3 mon 


on S’arrêtera aussi quand on sera conduit à écrire 


( uP—1+4)tP-1 = 0. 
Application numenque. — On veut obtenir 
d*.r d* y 


—_ =G at Hsing —— = — Gsin«x su. 
Ti 1 COS + , Ta Gsinw + H co 


La formule se réduit à 





de ju YY ann _ are ee 


de 1.2.3 1.2 1.2.3.4 1.2 
EAN) (rit) ~3\($) (pt \(2) &\(h) 1103) 3103) 
(st)! (uly (Mh Gay ) (st) wy _ & UL =z | (sine. 
I 1.2.3 1 1.2. 1.2.3.4 1.2 


D’après des calculs déjà faits (28), 
. dl ’ Po , 1 7, 
fy = conan of 37 


er, (st) -—1.2.3.4.vt, 


(u?)) = 1.2.0, (u?)®) = Gow’, (WW 1.2.3.0 


. | COS U 
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par conséquent, 
Po 


dv 
G =. —— — Gr? — ty? — 3 ct fy ny! 
, det dt my 


div dy\? dy 
— . , 2 __},)! a ny — nn? . 
1=|4 Ta +3(G) + get (m 3) 


TROISIEME PARTIE. 


30. La formule générale relative aux fonctions de fonctions est 


y=flu), w=), 


dm y dy d'y 
Mr A (m) 7 —_ 2\(m) _—__ 
= — (u) + (u ) dus + 


(©) dr" du .2 


Une première manière de la généraliser consiste à exaininer le cas où 


y=yx(«), u—o("), e—%(r). 


La méthode, déjà indiquée dans les articles signalés plus haut de 
M. A., ancien élève de l'École Polytechnique, n° 11, et de M. E. Cesaro, 
n° 12, consiste à remarquer que la formule (C) donne successivement 








diy wy ay I d' my 
“ m a . _ m \ (et) _e_ 
drm ~~ = (5 ) 1.2 Ta meet 1.2... „6 dem’ 
[py dy 2) dry 1P\(P) dry 
dry cin d je ty nm der, 
der du 1.2 du 1.2...p du? 
. . dm y 
On obtient donc, en remplaçant dans l’expression de => les déri- 
dy ay 
vées 7 70> +++ par leurs valeurs, 
qm any _ PE a vy 
den — Pdur” 
A (pp }n) (uP)(P) (wP+1)0n) (up )(P+1) 
a p A ~*~ wooo —— ee ——— 


1.2...P 1.2....Pp 1.2...(P +1) 1.2...p 
 _(ertrym (uryinety _ 
1.2...(2 +2) 1.2...p 
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Si l'on pose 





LP (hk) »Pp (4) 
(wy a En. 
1.2...p PY 1.2...p ” 
on obtient 
rem 
dmy © b y dp y 
a = ÿ Py, pil m, PT P+1,P m, prit. Dr 
pat 


On retrouve ainsi un résultat tres peu différent de celui que M. E. Ce- 
saro déduit de ses formules isobariques (Nouvelles Annales, p. 62, février 
1885). 


31. Le cas le plus simple est celui où l’on a 
y—U, u=o(e), e=p(r). 


Il ne s'agit alors, comme précédemment (n° 28), que d’un change- 
ment de la fonction y, la variable indépendante x étant conservée. 
J’examinerai seulement ce cas tres simple 


you, u=o(r); 


on à 
(C) dry =(1 yim © + (u2yom) ay +. (umytm) dm y 
4 —— — —— =— 1) 
dam 1.2 du? 1.2...m du 
d’où 


(uo) +. (u?)0n) 


[TES u? 


(um im 


(u-!ytm) = — mi 
v 


..+ (— 1)" 
J'appliquerai cette formule au cas 7 = 4, qui n’exigera aucun calcul 
nouveau. On a trouvé (n° 28) 


(9 = Su'u" + 6(u"}?, (a?) = 36(u'}'u”, (cet) = a4(u'), 
| un But + 6lu” Wu" u'ys 
(unty = MT Bure OC)" _ 3g (ewe J FREE 
u? u u? 
Ayant fait ici le calcul avec la convention w, je crois utile de remar- 
quer qu'il est facile de s'en dispenser dans le probleme actuel, 
— (um) mat —{ + (u2)(m) ui ’+. + (— ya (am ICE 


—1)\(m) — n nu ne 
(u ) m PILES NES 
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Or, d’après celte remarque, tres importante et sur laquelle j’ai déjà 
insisté, que le but est seulement de supprimer les termes en u, on a 


1) 


(up) m: = [( u _ Uy )P or = (uP yim: —_ £ (up-1yım u + PEN (uP—2)imn: urz—.... 


Le numérateur de (u-')”' peut alors s’eerire 


— (a) qn-t + [( uri) — 9 ( u)? u] ur 2 


— [Ces fr — 3(u?)t ut 3(uy m u?]um-s +. u 


nt m 
_ (— [D EU l(a yon __ — Quant: U+... + (— 1)7—1 — (a) ur-t]. 


Les quantités (u), (u?)”, ... ayant pour coefficients les sommes des 
coefficients de la formule du binôme, il vient 


mim+i) ui": (m —ı)m(m-+ı) (a) 


u! NY — Fa — 
) 1.2 ue 1.2.3 


ui 

Cette formule, contenant un plus grand nombre de termes que la 
précédente, qui disparaitraient dans les réductions, peut donner des 
calculs plus longs dans un exemple numérique. Dans un exemple théo- 
rique, elle sera souvent plus avantageuse, l'hypothèse « étant difficile 
a réaliser a prior. Je me bornerai à un seul exemple pour justifier ce 
point de vue. 


32. Exemple : 


r=sécr = (cosr)"!. 


On a d’abord 


a™sécx  m(m+1) (cosr)) (m—ı)m(m-+ı) (cos?*a)™ 


drm — 1.2 cos?.r 1.2.3 cos? x 














Il semble difficile de donner l'expression algébrique du second membre 
en fonction seulement de sina et de cos.r. On a, en effet, à exprimer 


(CosP x) "). 
Je rappellerai la formule 
P 


2P-1 COS" x = COS pr + zeos(p — 2)T+.... 
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Elle permet de remplacer cos?x en fonction de cospx, cos(p — 2)x, ..., 
ce qui permet de trouver l'expression algébrique de la dérivée mime, 
On pourrait ensuite revenir des cosinus des multiples de l’arc ay sinus 
et au cosinus de l’arc lui-même. 

Je n’insisterai pas sur ce calcul, me bornant à remarquer qu'il con- 
duirait à la solution d'une autre question plus importante : 


dr tang x dm. 
87 — [sine cosr-!] 


dx" = di" 
__ am SINT og x-1 m d™-! sing d(cosxz"') +. 
~~ dr" I den dx TT 


33. La formule de Maclaurin, qui a servi de fondement à toutes les 
formules précédentes, s'étend si facilement au cas de plusieurs varia- 
bles indépendantes, que je crois inutile de démontrer qu’elle donne- 
rait (4) 

s=f(u,), u=(z,Y), vs —0(x, y), 





dm sz . dz . dz 
—$—$—$___—— (m) __ »\(m) _ 
Targa = (UN + NM 
En 72 m 2 } ; (me) ds °e (m) d’z 
(C) + 1.2 CG Ta + tur) ds + (#) Jo? +... 
I . dm 3 m : . d"z 
nes m\(m) __—_ — —1 (m) 


le symbole (u*»*)™ signifiant qu’on forme 


dr uX 8 
dz? dy1 


et qu’on supprime dans le développement tous les termes qui contien- 
nent u’=u, v°=v. 

D’après les explications données au début, il suffit d'écrire, en per- 
mutant u el x, v et y, 
d" 3 ds . ds 
oo (m) __ ‚\im) __ . 

dur dv! Nr (7) dy me 
et de donner successivement à p et g toutes les valeurs entières et po- 
sitives (zéro non excepté), telles que p+g=m, p+q=m-—l,..., 
p-+4q=! pour avoir un nombre d'équations du premier degré suffi- 
Ann. de l'Éc. Norm, 3° Série. Tome III. — Juix 1886. 24 
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sant pour donner, sous forme de quotient de déterminants, l'expression 
d™ z 
de dx? dy? dy? dt iat 
Je n’écrirai pas, à cause de sa longueur, cette formule qui se déduit 
presque immédiatement des déterminants (D) et (E) du Chapitre I. 
J'observerai, cependant, que la méthode suivie des le début a l’avan- 
tage de s'appliquer sans modification au cas de plusieurs variables. 


en fonction de (x 8 Y et de ——— 


34. Exemple. — Pour montrer que la formule (C) généralisée n’est 
pas inapplicable, je retrouverai, en m’appuyant sur elle, un résultat 
connu 


z'=ar+Br 
= gar), 1 B > 
y'=yr-+öy, 
5 25 CS 25 d 5 
an ~~ de® Fr À Fast 
25 d 3 d’s 
dx dj — de + ray (ed + By) + a 
d’z 27 d?s ds 
_ — _ RA? — à _ a2 
dy? = Wg? +27 dpi 9 + Gyn? 


» (Cours d’ Analyse de l’École Polytechnique, par M. Hermite, p. 87). » 


Je rappelle d’abord la formule 








ds a3 Os 
— à (m) —— = an | m o> .. 
dx? dy1 =| “) dus * aC °) du-'dy |: 
dans laquelle 
.. dr (us) 
Un) — __ —e 
(ab TE) d.rP dy1 


Or ici, comme u = ax + By, v—yr+0y, 
(u)® = (0) = (u) (r)9—.. . == 05 


on ne peut prendre que l'hypothèse À =m. Comme les seules dérivées 
qui interviennent, w, Us Vs v,, sont des constantes, on réalisera très 


simplement l'hypothèse uw, # en faisant x = y = o dans le résultat, ou 
encore en ne considérant que le terme en x? y?. 
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Il suffit donc de prendre dans chaque produit u*v”-* le coefficient 
de x?y7 que l’on multipliera par 1.2...p.1.2...9. 
Ona 
Po u- _ 
= alt LS 1 1 
uk aback + ob Baty +..., 
m— pb 


gmp — ym ham ee 
if 





MEL gem y +... 


Il est bon toutefois de remarquer que la premiere formule est illusoire 
pour 4 = 0, la deuxième pour „= m. Si l’on veut obtenir pour les 
coefficients du binôme une expression qui subsiste même dans ces deux 


cas particuliers, il n’y a qu’à adopter les conventions énoncées par 
M. Serret dans son Algebre supérieure (4° édition, n° 66) 


1.2...(2 m 
« N(n, m) = 1.2...(n+m) | 
1.2..,7.1.2...7n 


N(o, m)=1, 
N(n,o) =1, 
N(0,0) —=1. » 


On obtient 
ey er yt ob (m— p)...[m—p—(m— p—1)] 
1.2...(m—p) 


+. Bug (Rp) [mp — (mp — 2)] peur gmp |, 
1 1.2...(m—p-—1) 


Remarquons que, si x >p, le premier terme de la parenthèse n’existe 
pas. On le reconnaitra dans une application particuliere en convenant 
de supprimer tous les termes où l’une des lettres a, ß, y, 6 aurait un 
exposant négatif; ici l’on aurait, sip > y, Y WP, et l’on n’écrirait pas 
ce terme. 

En résumé, il vrent 


yP—P om-Pp 





d's dad" 3 d" = 
———_—- — oP 37 —— + y? ÔT —— 
dr? dy1 du" dem 


1.2...P.1.2...9 pump ML) (PHI—R) ans 
+ » et | any home? 1.2..(m— p) Te PTT LE 
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Si l’on prend le cas particulier de 


m 2, 


c’est-à-dire 
p + q — 3, Ld, 


on a d’abord, pour p = 2,9 =0, 


d®s ad? 5 d?: 
— = 4:30 __ 209 
dx? du: +79 de? 





1.2, d’s 
+ La + 0] du dv’ 


et ensuite, pour p=1,qg=1, 


d? 3s d? 5 


_ ES rs ma d 
dd de +8 Gea + 1128 N aa 


dy? 


Il est, je crois, inutile d'insister pour prouver qu'on retrouve très 
simplement le cas particulier indiqué, après avoir résolu préalablement 
la question générale dont il dépend. 


(-1 suivre.) 
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Soient 


S une surface gauche ; 

A une de ses génératrices; 

A’ et A” deux positions consécutives à À de la génératrice; 
4 un point quelconque de A. 


La droite À est évidemment osculatrice à S, c'est-à-dire qu’elle la 
rencontre en plus de deux points consécutifs; le plan tangent à la sur- 
face S au point y passera donc par A, quelle que soit la position dep 
sur cette génératrice. La droite qui passe par x et qui s’appuie sur A’ 
et A”, contenant trois points infiniment voisins de la surface, sera la 
seconde osculatrice et déterminera avec A le plan tangent en x à S (!). 
Réciproquement, un plan quelconque M mené par À sera tangent à S 
en un point de cette génératrice, et la droite tracée dans le plan M par 
les points où il coupe A’ et A” rencontrera A au point de contact u. Il 
est donc évident que, le long de la génératrice A, tout point x deter- 
mine un seul plan M tangent à S, et que tout plan M, passant par A, 
détermine sur cette génératrice un seul point de contact p. La série de 
points u et le faisceau de plans M forment donc deux figures projec- 
lives. 

. On sait que tout le systeme des couples d’éléments correspondants 
de deux figures projectives est complètement déterminé si l’on donne 
trois couples d'éléments correspondants. Supposons donc que l’on 
donne trois points p,, 42, pt, de la génératrice A et les plans tangents 
correspondants M,, M,, Ms. 

Pour étudier la relation qui lie les points de A aux plans M, 
imaginons un plan P perpendiculaire à A. Le plan P coupera le fais- 
ceau de plans M suivant un faisceau de droites m; le faisceau 72 et le 
faisceau M sont projectifs et égaux, la division des points p et le fais- 
ceau m sont donc projectifs, ct on peut les mettre en perspective dans 
un plan quelconque passant par À, c'est-à-dire les placer de manière 
que chaque rayon m, du faisceau m passe par le point correspondant pu, 
de À. 

L’angle des deux rayons m, et m, du faisceau m mesure l'angle des 


(1) Cremona, Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, p. 41, 
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plans tangents M,, M; donc, après la mise en perspective, les rayons 7m 
forment entre eux des angles égaux aux angles que furment entre eux 
les plans tangents à S aux points u, où ils coupent A. 

Pour mettre la division p et le faisceau m en perspective, décrivons 
sur ,u,, dans un plan quelconque passant par A, un segment capable 
de l’angle m,m,, et sur u., 4; un segment capable de l’angle m,m,.Ces 
deux segments se couperont en un point p qui sera le centre du 
faisceau m mis en perspective avec A. 

Ne considérons plus maintenant que la figure du plan pA. Du point p 
abaissons une perpendiculaire pc sur A et faisons tourner le rayon m 
autour de p de gauche à droite, à partir de pc, de manière à lui faire 
occuper successivement les positions 72,, M,, m,,...(/fig. 1) qui déter- 


Fig. 1. 
We 


Ha 


minent sur A les points u,, u, Rz, ...; les angles u,pe, u,pc, u,pe 
vont en augmentant à mesure que le point s'éloigne vers l'infini, et 
prennent toutes les valeurs de 0° à go°. Si la rotation continue, le 
point u revient de l’infini en passant par les points u,, w,, u5, ... pour 
atteindrec, et les angles des plans tangents correspondants avec le plan 
tangent en c varient de — go° a — 0°. Done, si l’on fait abstraction 
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des signes, les plans tangents à S en des points également éloignés 
de c font des angles égaux avec le plan tangent en c. 

Cette symétrie justifie les noms de point central donné au point c par 
Chasles et de plan central donné au plan tangent en c par Bour. Nom- 
mons, en outre, centre perspectif de À par rapport à S le point p, et 
rappelons que la longueur pc a été nommée paramètre de la génératrice 
par Chasles ('). 

Il résulte de ce que nous venons de dire que: 


1° La projection du centre perspectif sur la génératrice correspondante 
est le point central de la génératrice; 

2° Le plan central est normal au point a l'infini; 

3° La tangente trigonométrique de l’angle du plan tangent à S en un 
point de A avec le plan central est proportionnelle a la distance de ce point 


au point central. 


Si l’on nomme 9 l'angle de ces deux plans, p la longueur pc et / la 
distance au point c du point de contact, on a 


l 
tang p= 53 


si, par le point p, on élève une perpendiculaire à py, elle coupera A en 
un point uw’, le plan tangent en x est normal en wv’. Les points pet p’ 
forment une involution dont les points doubles sont imaginaires et dont 
le point c est le point central. La droite py’ a été nommée la droite 
auxiliaire de p. par M. Mannheim dans son Mémoire sur les pinceaux 
de droites (7). 

Donc : les droites auxiliaires de tous les points d'une génératrice passent 
par le centre perspectif. 

Si du point central comme centre, dans un plan perpendiculaire à A 
et avec le paramètre de la génératrice comme rayon, nous décrivons 
une circonférence, ses points jouiront de cette propriété que, de chacun 
d'eux, on voit un segment u, de A sous un angle égal a celui des plans 
tangents à S en thy El py’. 


(1) DE LA GOURNERIE, Géométrie descriptive, Il° Partie, p. 144. 
(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1872. 
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Dans un plan passant par la génératrice A, il y a deux centres per- 
speclifs symétriques par rapport à A; ils correspondent à des para- 
mètres de la génératrice de signes contraires. 


2. Supposons que deux surfaces gauches S, et S, aient une généra- 
trice commune A. A tout plan M, passant par A, correspondent un 
point x. de contact avec S, et un point v de contact avec S,. Les points p. 
et v forment deux divisions involutives, les plans tangents aux points 
doubles e et / de ces divisions sont communs aux deux surfaces. 

Donc : deux surfaces gauches, qui ont une génératrice commune, sont 
tangentes l’une a l'autre en deux points de cette génératrice qui peuvent 
être reels, distincts ou coincidents, ou imaginaires. 


3. Nous allons chercher maintenant dans quels cas ces points de 
contact sont réels et distincts, réels et coincidents, ou imaginaires. 

Nous allons supposer d'abord que les surfaces S, et S, ont le même 
plan central. Soient p, et p, les centres perspectifs de ces deux surfaces 
relativement à leur génératrice commune A, ces points étant pris dans 
le plan central commun; soit aussi O le point d’intersection de la 
droite p, p, avec A. 

Prenons un point quelconque x sur À, l’angle p,up, est égal a 
Pal; — plc, ou égal à go° — p,c, — (90° — LL p,c,), ou encore 


Pit Pe MP1C1 — H Pacs 


Si nous convenons de compter les angles des plans tangents, en un 
même point u de A, à partir du plan tangent à S,, l'angle p, up, est 
égal et de signe contraire à celui des plans tangents ( fg. 2) quand le 
point u de A est sur OX; il est égal à cet angle, et de même signe que 
lui, si le point x est sur OX’. 

Par les trois points u, p,, p, faisons passer une circonférence : elle 
coupe la génératrice A en un second point v, et les angles des plans 
tangents en u et en v sont égaux el de même signe. Les points p et v 
forment une involution sur A, le point O est le point central de cette 
involution. Soient d et d’ ses points doubles (d étant sur OX, d’ sur 
OX’); les circonférences dp, p,, d’p, pa sont tangentes à A en d et d’. 

Supposons maintenant que le point x parcoure la génératrice A en 

Ann. de U Ke. Normale. 3° Série. Tome ll. — Juin 1886. 25 
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partant du point à l'infini sur OX et se dirigeant vers le point à l'in- 
fini sur OX’ en passant par O. L’angle des plans tangents en u aux 
deux surfaces est d’abord nul; puis il croit jusqu'à ce que p atteigne 
le point d; ensuite il décroit quand u, quittant d, se rapproche de O, 
où langle devient de nouveau nul. Quand y continue son mouvement 


Fig. 2. 
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sur OX’, langle des plans tangents change de signe, et sa grandeur 
absolue croit et atteint son maximum quand uv arrive en d’; puis cette 
grandeur absolue décroit jusqu’à ce que uw parvienne à l’infini, où elle 
est de nouveau nulle. 

Ainsi, en yaleur absolue, l'angle des plans tangents, en un même 
point de A, a deux maxima: l’un d’eux correspond au point d, nous 
le nommerons 2; l'autre 2 correspond au point d’. Les maxima 2 
et (X sont de signes contraires. 

Nous avons supposé jusqu'ici que les plans centraux des surfaces S, 
et S, se confondent en un seul; imaginons maintenant que l'on fasse 
tourner la surface S, autour de A dans le sens positif jusqu’à ce que les 
plans centraux fassent un angle 7. L’angle du plan tangent à S,, en 
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un point quelconque avec le plan tangent en p. à S, est augmenté 
de n. Si donc nous nommons e le nouvel angle des plans tangents, en 
un même point de A, à S, et à S,, on aura 


E —1N — PHP: ou eN+PıP Pr 


L’angle p,p.p, doit être pris avec son signe, qui est négatif quand u. se 
trouve sur OX et qui est posilif quand uw est sur OX’. Nous pourrons 
donc ne considérer que les valeurs absolues dé l'angle p, ap;, à la con- 
dition d'employer la formule 


EN — PPP 
quand w est sur OX, et la formule 


E=N+ Pie Pr 
quand u est sur OX’. 

Supposons que u. parte du point à l'infini sur OX et se dirige vers O. 
L’angle e, d’abord égal à n, decroit et atteint son minimum quand u 
est en d, où l’angle devient n — 2; puis cet angle croit et devient de 
nouveau 7) quand yest en QO. Au dela, e croit d'une manière continue 
jusqu'à n + ©”, puis decroit jusqu’à 7. Done : 

Si r < 0, il y a deux points sur OX où l'angle « est nul. 

Si n = Q, ces deux points se confondent en un seul. 

Sin > Q, les points de contact n’existent plus. 

Pour construire les points de contact, il suffit de tracer sur p,p, un 
segment capable de l’angle — n : ses points d’intersection avec la géné- 
_ratrice A donnent les deux points de contact. 

Il est important de remarquer que nous avons suppose les centres 
perspectifs situés d'un même côté de A, ou, ce qui revient au même, 
que les paramètres de A par rapport à S, et à S, sont de. même signe, 
ou encore que les plans tangents à S, et 2S, en un même point wp de A 
tournent dans le même sens quand u. se déplace. Dans le cas contraire, 
il est très facile de voir que les points de contact des surfaces sont tou- 
jours réels. On peut énoncer les théorèmes suivants : 


St deux surfaces gauches S, et S,, ayant une génératrice commune À, 
sont telles que leurs plans tangents, en un même point p. de A, tournent en 
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sens contraire quand le point u. se déplace, elles se touchent toujours en 
deux points réels de A. 

St leurs plans tangents en un point p. tournent dans le même sens quand 
u se déplace, ces deux surfaces se touchent en deux points réels et distincts 
si n <Q; en deux points réels et coincidents, si n = Q; en deux points 
imaginaires, sin > Q dans le cas où l’angle n de leurs plans centraux est 
positif. Dans le cas où n est négatif, les points de contact sont réels, dis- 
tincts ou coincidents, ou imaginaires, selon que l'on a 


n<®, n=, n> QQ’. 


Rappelons que est le plus grand angle négatif des plans tangents 
à S, et S, aux mêmes points de A et que ©’ est leur plus grand angle 
positif, quand les plans centraux font un angle nul. 

Si l’on veut trouver les points où les plans tangents aux surfaces en 
des points de A font un angle à 9, il suffit de décrire sur p,p, un 
segment capable de l’angle 9 — n. 


4. Si l'on fait tourner l'une des surfaces, S, par exemple, autour de 
A, les points de contact se déplacent et forment une involution qui a 
précisément pour points doubles les points ( de contact qui corres- 
pondent à n = Q. 


e 


5. Nommonse et / les points de contact, sur A, des deux surfaces 
gauches S, et S, (fig. 3) 


Pie Pa=Pilpr=n; 
donc : 
La distance qui separe les centres perspectifs des deux surfaces gauches 
S, et S,, qui ont une génératrice commune, est vue des points de A où les 
surfaces sont tangentes l'une a l’autre sous un angle égal a l’angle des 
plans centraux des surfaces. 


6. On voit aussi que : 


La distance qui sépare les points de contact de deux surfaces gauches 
sur leur generairice commune est vue des centres perspectifs des deux sur- 
faces sous un angle egal à celui des plans tangents aux deux points de 
contact des surfaces. 
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7. Il résulte de ce dernier théorème que : 


Toutes les surfaces gauches qui ont une génératrice commune A, et qui 
sont tangentes en deux points fixes e et l de À à l’une d'elles S,, ont leurs 
centres perspectifs sur la circonférence qui passe par les points e et l et par 
le centre perspectif p, de A par rapport aS,. 


Fig. 3. 





8. Désignons une quelconque de ces surfaces par S“ et menons à la 
circonférence des centres perspectifs e/p, les tangentes Mm et Nn per- 
pendiculaires à A et coupant cette droite en m etn. 


Les points centraux de A par rapport à toutes les surfaces S“ seront 
compris entre les points m et n, qui sont toujours réels. _ 


9. L’angle MeN mesure l’angle des plans centraux des surfaces S“ 
qui ont m et 7 pour points centraux; donc : 


Les plans centraux des surfaces S“ qui ont les points limites m et n pour 
points centraux sont rectangulaires. 


10. Nommons 2d la distance des points limites des points centraux 
des surfaces S“ et traçons le diamètre /p, de la circonférence des centres 
perspectifs; le triangle e/p, donne 


el—adsine; 
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donc : 

La distance qui sépare les points de contact communs sur A, a toutes les 
surfaces S°! est égale à la distance des points limites des points centraux de 
ces surfaces multipliée par le sinus de l'angle des plans tangents communs. 


On a donc toujours el < mn. 


11. On voit aussi que : 


Parmi les surfaces S“, celles qui ont le plus grand paramètre pour la 
génératrice A ont leur point central en O' à égale distance des points e et I. 


12. Parmi les surfaces S“, celles qui ont le même paramètre pour A ont 
leurs points centraux à égale distance de QO’. 


13. Considérons toujours un système de surfaces gauches S“ (fig. 3) 
ayant une génératrice commune A et toutes tangentes entre elles aux 
points fixes e et / de A; leurs points centraux ont pour points limites mm 
et n. Supposons que l’on veuille trouver le point central c, des sur- 
faces SZ dont le plan central fait un angle n avec le plan central cor- 
respondant au point limite m. 

Prenons sur A un point B comme origine, et posons 


Be,= 2, Bm=1, et Bn= |. 
Le centre perspectif correspondant à c, sera sur la circonférence des 


centres perspectifs, en p,, sur la perpendiculaire élevée enc, à A. Nous 


savons que 
N= PzlM =p,;NM; 


N . Czn 
triangle p,NM donne MN cosy’? mais P,N = =» donc 
MN = — 
OS°n 


Remplaçons MN par /, — /,, c,n par 2, — x, nous aurons 


l,—z 


l,— l= ——— 
; ' cos?y ” 


d’ot x = l, sin?n + Il, cos? n. 


Cette relation est semblable à celle qui lie les plus courtes distances 
d'un rayon aux rayons infiniment voisins d’un pinceau et qui est due à 
Hamilton. 
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Cette analogie n’est pas la seule que l’on remarque entre les théo- 
remes démontrés dans cette étude et ceux que donne la théorie des 
pinceaux de rayons ('). Nous nous proposons de revenir sur ce sujet. 


Addition. — Nous avons vu (I) que le point central de la généra- 
trice A d’une surface gauche S est la projection, sur cette génératrice, 
de son centre perspectif, et que le plan tangent à S au point central c 
est le plan central. Les plans tangents a S en des points de A égale- 
ment éloignés de c sont également inclinés sur le plan central. Il résulte 
de là que le point central de A est aussi le pied de la plus courte distance 
entre A et la génératrice infiniment voisine A’. 

Nous avons vu aussi (7) que les surfaces gauches S, ayant une 
génératrice commune À, qui sont langentes entre elles aux points 
fixes e et 7 de A, ont leurs centres perspectifs sur une circonférence 
passant par les points e et Z. Les surfaces dont les centres perspectifs 
sont aux points e et / ont leur paramètre nul et, par suite, ont même 
plan tangent en tous les points de A. Cela veut dire que la génératrice 
infiniment voisine de A coupe cette génératrice, et le point d'intersec- 
tion est le point central. 

Cela posé, soient une surface quelconque À, a un de ses points. Par le » 
point a traçons une courbe quelconque sur 2; la surface engendrée par 
les normales à & aux points de cette courbe est généralement une sur- 
face gauche quia reçu le nom de normale. Et, si l’on trace sur S des 
courbes passant par le point a, les normalies dont ces courbes sont les 
directrices sont des surfaces gauches S, qui ont une génératrice com- 
mune, la normale A à 2 au point a. 

Pour étudier ces surfaces, imaginons une quadrique Q osculatrice 
à Zen a, les normalies couperont Q suivant des courbes osculées en a 
par leurs directrices, et la normale à & au point infiniment voisin de a 
d'une des directrices sera aussi normale à la quadrique Q. 

La droite polaire, par rapport à Q, d’une droite quelconque A passant 
par aest située dans le plan tangent à Q en a; c’est la droite d’intersec- 
tion des plans tangents à Q aux deux points où A coupe cette quadrique. 

Prenons deux points quelconques a et a’ sur Q, la droite polaire 


(1) For ma traduction de la Théorie generale des systèmes de rayons rectilignes, par 
M. Kummer, insérée aux Nouvelles Annales de Mathematiques, t. XIX, XX. ctt.1, 2° série. 
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de aa’, par rapport à Q, sera l’intersection des plans tangents à Q en a 
et en a’; et, si les normales à Q ena et a’ se coupent, la droite polaire 
de aa’ sera perpendiculaire à aa’; et, réciproquement, si la droite po- 
laire de aa’ est perpendiculaire à cette droite, les normales à Q en a 
et a’ se rencontrent. 

Supposons maintenant que les points a et a’ soient des points infini- 
ment voisins de Q, la droite aa’ sera une tangente à Q et à Z en a. Si 
nous imaginons que le point a’ infiniment voisin de a se déplace sur la 
surface À, la droite aa’ sera toujours tangente à 2 en a, et à chacune 
des positions de la droite aa’ correspondra une droite polaire située dans 
le même plan tangent en a. Réciproquement, à une droite tracée dans le 
plan tangent en a, considérée comme droite polaire, correspondra une 
seule droite aa’. Ces couples de droites formeront donc deux faisceaux 
en involution ayant mêine centre a. 

Nous savons que ces faisceaux involutifs ont toujours deux rayons 
correspondants rectangulaires. Les normales à 2 aux points infiniment 
voisins de a, déterminés par ces deux directions rectangulaires, coupe- 
ront donc la normale A en deux points e et /. Les courbes tracées sur À 
tangenticllement à ces directions donnent donc des normalies qui 
sont tangentes entre elles aux deux points e ét /. Ces points sont les 
centres perspectifs des plans tangents rectangulaires et toutes les nor- 
malies qui ont la droite A pour génératrice commune ont leurs centres 
perspectifs sur la circonférence décrite sur el comme diamètre ('). Donc : 


Les normalies qui ont pour directrices les courbes tracées, a partir dun 
point a, sur une surface quelconque >, sont tangentes entre elles aux 
points e et | de la normale en a à &, et leurs plans tangents en ces points 
sont rectangulaires. 


Ces théorèmes donnent l'explication des analogies signalées plus 
haut et montrent toute l’importance de la théorie des centres perspec- 
tifs dans l'étude des surfaces et des pinceaux de rayons. 


(1) Si l'on veut construire le centre perspectif des normalies dont les directrices sont 
tangentes à une droite aX, faisant un angle + avec la trace du plan tangent en e sur le 
plan tangent à = en a, il suffit de décrire sur ae un segment capable de l’angle 9..Son in- 
tersection avec la circonférence ef donnera le point cherché. 
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QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES, 


Par M. Ta. STIELTJES. 





INTRODUCTION. 


Nous allons indiquer en quelques mots le but et les principaux ré- 
sultats de ce travail qui est consacré à l’etude de quelques séries semi- 
convergentes, en considérant exclusivement les valeurs réelles et 
positives de la variable. 

On rencontre souvent, en Mathématiques, des développements de la 
forme ; 

+ 2. Pre 


(A) F(a)=m+ — 


que l'on ne pourrait continuer indéfiniment s’il s'agissait d’un calcul 
numérique, la série étant divergente. Néanmoins un tel développement 
a un sens précis et l'on doit regarder la formule (A) comme une ma- 
nière symbolique d'exprimer que, pour a = ~, 


lim F(a) = m,, 
lima[F(e) — mj=m, 


. m 
lime? | F(a) — Mo — “| = Mla, 


Ce sont les développements qui présentent ce caractère que nous 
avons en vue. Si l'on veut se servir de la formule (A) pour évaluer 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome HI. — Juix 1886. 26 
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F(a), on ne pourra le faire d'une manière sûre, qu’apres une discus- 
sion du terme complémentaire qu'il faut ajouter à un nombre fini de 
termes. Mais cette discussion présente presque toujours de très grandes 
difficultés, si, du moins, on ne veut se contenter d’évaluations trop 
grossieres qui auraient peu d'utilité, et c’est seulement dans quelques 
cas où les coefficients m,, m,,m,, ... suivent une loi simple qu'on a pu 
faire cette discussion. 

Notamment on a trouvé, dans plusieurs cas où les coefficients sont 
alternativement positifs et négatifs, que la valeur exacte de F(a) est 
comprise toujours entre la somme de n et dern + 1 termes de la série, 
et l’on a introduit, précisément à l’occasion des series qui présentent 
cette circonstance particulière, le nom de serie semi-convergente. Mais, 
comme nous venons de l'indiquer, nous avons pris ce terme dans une 
acception plus générale, et nous avons étudié aussi quelques cas dans 
lesquels les coefficients m,, m,, ... ont tous même signe. 

Pour abréger, nous désignerons par série semi-convergente de pre- 
mucre espèce, ou même simplement par série de première espèce, une 
série telle que (A), dans laquelle le signe des coefficients est alternati- 
vement positif et négalif, pour réserver le nom de série de seconde es- 
pece au cas où les coefficients ont même signe. 

Les cas de series de seconde espèce qu’on a déjà traités semblent 
assez rares, et à la vérité nous n’en avons rencontré qu'un seul dua 
M. Schlömilch et sur lequel nous reviendrons. Mais les séries de 
seconde espèce donnent lieu à quelques remarques générales que nous 
allons développer, en envisageant pour plus de précision la série sui- 
vante, que l’on rencontre dans l'étude du logarithme integral: 

li (er) set | 44412, „lol, Re 
a a a an 


= e*(T,+T,+7,+...+T,+R, ]. 


Supposons a très grand : les termes diminuent d’abord pour croître 
ensuite au delà de toute limite. Soit T, le plus petit terme, alors les 
termes T, ,,T,_2. ..., T,_, different tres peu de T, et 


Rae hrs +: .+T, + R,- _ 


On voit par la qu'au moins une des quantités R,_;, R, surpassera en 
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aisément en observant que la ligne dont l'équation serait y = R,, doit 
présenter un point d’inflexion dans le voisinage der =N, parce qu'on se 
trouve en même temps dans le voisinage du minimum de T, = R,_, — R,. 

La solution approchée de l’equation R, =o se présente toujours 
sous la forme 


we 


x a 
(B) N= AA + y+ — rate 


mais souvent il est plus commode de considérer a comme inconnue, et 
de calculer d’abord les coefficients 8, 8,, ... du développement 


Bı _ Bs 


(C) A= PN+ pot trat 


On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries 
(B) et (C) présentent le méme caractére que la série (A); nous 
calculons quelques-uns des premiers coefficients : ces coefficients ne 
suivent aucune loi simple et leur calcul devient bientôt très pénible. 
Il paraît donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A) 
au probleme beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais 
évidemment on ne demande qu’avee une approximation assez faible la 
racine de R, = 0, et, comme l'exactitude de la formule (B) croît néces- 
sairement lorsque x augmente, il suffit de se rendre compte par un 
calcul numérique de l’approximation de ces formules (B) et (C), en 
attribuant à a ou a n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour 
lesquelles on se servira de la série semi-convergente donnée. L’approxi- 
mation obtenue est toujours largement suffisante. 

Comme nous l’avons dit, nous considérons la solution approchée 
de R, = o comme le problème principal à résoudre dans le cas d’une 
série de seconde espèce. Nous obtenons cette solution en considérant 
en particulier le reste R, d’un terme T, dans le voisinage du plus petit 
terme, et en développant R, lui-même en série semi-convergente sui- 
vant les puissances descendantes de x. Dans quelques cas où l’on aurait 
besoin d'une exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce 
développement pour calculer avec une grande exactitude la valeur 
deR,. 

Mais, dans la plupart des cas, on n’aura pas à continuer la série jus- 
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qu’au point où R, change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap- 
proximation beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir 
quelle est à peu près l’erreur en s’arrätant à un terme quelconque. 

Très souvent les termes que l’on calcule diminuent si rapidement, 
que l’on peut négliger le reste; au besoin on calculerait avec une ap- 
proximation plus grande qu’on n’en a besoin. Et dans le cas où l'on se- 
rait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent plus 
rapidement, alors la connaissance exacte du terme où il faut arrêter le 
développement permettra facilement d'évaluer approximativement les 
termes négligés. 

Dans le cas des séries de première espèce, on a ordinairement cherché 
à déterminer le plus petit terme; mais on peut aussi envisager (comme 
on l’a déjà fait) la question d’une manière un peu différente et rétablir 
ainsi, jusqu’à un certain point, l’analogie avec les series de seconde 
espèce. 

Soit 

T,—T,+...+T,=R., 


une telle série, T,, T,, ..., T,, R, étant positifs. Remarquons d'abord 
que la circonstance que R, est positif entraine déjà nécessairement que 
R, est inférieur à T, et aT,,,; car la relation 


j Roi + R,=T, 
montre que R,_, et R, sont inférieurs à T,,. 
Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro- 
poser de trouver le minimum de R,, en sorte qu’on est conduit à consi- 
dérer l’équation transcendante | 





dR, 
=o 
dn ’ 
qu’on pourra remplacer aussi avec approximation par R,_, = R,. 


La valeur de r qu’on en tire diffère tres peu du rang du plus petit 
terme, circonstance qui permet d'expliquer la remarque suivante qu’on 
| dR, 
dn 


a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine de —* = o 


tombe entre n —1 et n. Alors on aura, d’une manière approchée, 
R.-, =R,, et l’erreur sera seulement une fraction faible de R,. On en 
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conclut qu'on a aussi à peu pres R, = 5T,, en sorte que l’erreur de 


l'expression 
T,—T, +. . ET, = IT, 


sera seulement une petite fraction deT,, qui est d'autant plus faible quer 
est plus grand. Ajoutons qu'on peut aussi, dans le cas actuel, développer 
R, en série semi-convergente, suivant les puissances descendantes de n; 
le premier terme de ce développement montre alors qu’on a 


limR, :T, =4 
pour 7 = +. 
Voici maintenant les séries dont nous avons fait l’étude. Nous 
avons peu insisté sur les séries de première espèce. Le logarithme 
intégral nous a fourni le premier exemple d’une série de seconde 


* sinau d 
+ uw ’ 





espèce. Nous considérons ensuite les transcendantes [ 


0 


"ucosau . . 2s . 
{ age du, qui donnent aussi des séries de seconde espece. On a 
0 


choisi ces intégrales, parce que le résultat auquel on est conduit nous 
est utile encore dans la suite. 

Nous arrivons maintenant à un exemple tiré de la théorie de la fonc- 
tion I’. Après avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des 
nombreuses recherches auxquelles a donné lieu l'étude de la série qui 
sert à calculer logl'(a), nous considérons une autre série, n'ayant 
rien à ajouter à un sujet qui est si bien exposé dans la première Partie 
du travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La conside- 
ration de logI'(az) conduit à une série de seconde espèce, composée 
des mêmes termes que la série de Stirling dont nous faisons l’étude. 
Le résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de 


la manière dont se comporte la fonction holomorphe » lorsque la 


I 
| um T(z) 
variable s décrit l’axe des y. 

Nous abordons ensuite l'étude des intégrales de l’équation différen- 


tielle 


qui se présente dans plusieurs questions de Physique mathématique. 
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L’une des intégrales 


J _ a a’ as 
Satan magnet 


est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-con- 
vergente pour calculer J(a) dans le cas où a est tres grand. Cette série 
a été l’objet d’un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardt, t. 56), 
qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons 
l'analyse de M. Lipschitz : une modification légère nous permet de pré- 
ciser encore le résultat auquel était arrivé le savant géomètre allemand. 
Nous obtenons en même temps une série semi-convergente analogue. 
qui permet de calculer une seconde intégrale de l’équation différen- 
tielle. Toutes ces séries sont de première espèce. 

Nous considérons ensuite les deux intégrales de Péquation différen- 
tielle dans le cas où l’argumentest de la forme az. On est conduit ainsi 
à deux séries semi-convergentes données par Riemann, qui avait ren- 
contré ces fonctions dans une question de Physique mathématique [ Zur 
Theorie der Nobili’schen Farbenringen (Œuvres, p. 54; ı855)]. 

L’une de ces séries est de première espèce, et sa discussion n’offre 
pas de grandes difficultés; mais la fonction J(az) donne cette série de 
seconde espèce 


oa 1 1° 12.3?...(2n — 3)? | 
Ka)=e Val 8a 1.2...(2— ı) (8a)”-! +R 


Dans ce cas, la résolution approchée de l’équation R, = o présente 
des difficultés que nous n’avons pu surmonter que par une analyse assez 
délicate. | 

Enfin nous étudions un cas intéressant, donné par M. Schlömilch 
en 1861; il s’agit d’une série de seconde espèce qui peut servir au calcul 
de la fonction 


I 





P(a)= = ; 


1 ef —ı 


et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de l’équation 
transcendante R, = o. 
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Étude du logarithme intégral. 


1. Le logarithme intégral fournit un exemple très simple d’une 
série de seconde espèce que nous allons discuter avec soin. 
Nous partons de la définition 


li(a) =f au 


2 
log u 


mais, dans le cas a > ı que nous avons en vue, cette définition a be- 
soin d'être précisée de la manière suivante : 


. TE du “du 
li(a) = Lim f — +f —— |. 
exo \ J, logu 4. 108 u 


En remplaçant l’argument a par e* et en posant ensuite u = e“'", 
il vient 


1—e = 
EN oo et 5 e-ar dy 
(1) life“) =e (f a e+ =) 


vn 1+E 








Nous désignons ici, comme toujours dans la suite, par € une quantité 
positive et infiniment petite. 
En employant maintenant l'identité 


pn 





N 
— Fk OR OPT air 
on a évidemment 
1e © 1.2... 
f vée-a de + gk e-Wdy = ea 
0 1+€ 
et il vient 
a — nal! I 1.2 1.2...(2--1) R. 
(2) li(e*) =e trat rn nl» 








1— 4 1--¢ 


IE on uv 2 Qu e-av 
ve ere 
R, =| dv + dv. 
0 
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Comme on voit, R, est ce que Cauchy a appelé la valeur principale de 





® prerav ” . 
f Te dv, et nous retrouverons dans la suite constamment cette 
.o 


forme du terme complémentaire des séries de seconde espèce. Cette 
forme même de R, montre bien que R, va toujours en diminuant 
lorsque r augmente. 

Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de 
l'équation R, = o. Pour cela nous posons a=n-+ yn, 


1-8 —v\n  (op-r\n 
(3) R, == [ CET do + CHEN ne do, 


— — ¢' 


.o 1+€ 


et nous développons maintenant R, en série semi-convergente suivant 
les puissances descendantes de z. Comme on suppose que na une va- 
leur finie, la supposition a —n +1 indique évidemment que nous 
considérons le reste d’un terme T, dans le voisinage du plus petit 
terme. | 

Nous aurons à appliquer maintenant les méthodes données par 
Laplace dans la Theorie analytique des probabilités pour l'évaluation 
d’intégrales qui renferment des fonctions élevées à une très haute puis- 
sance. 


2. Comme il s’agit simplement d'un développement suivant les puis- 
sances descendantes der, nous pouvons négliger des quantités qui, par 
rapport à celles que l’on conserve, décroissent plus rapidement qu'aucune 
puissance négative de n. C’est pour cette raison que nous pouvons con- 
siderer, au lieu de R,, l'expression 


i—e 1+4 
vert} vert)" 
f CET end + (ve erde, 
1 


— — (£! 
_, ime ise 16 


h et & étant des quantités positives finies, d’ailleurs arbitraires ; car 
nous verrons bientôt que les parties négligées ainsi 


1— A 
ve’ Rn œ ve-¥ n 
f we? node, (EN ne 
0 


I — +k I—vV 


ne jouent aucun rôle dans le développement que nous avons en vue. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome III. — Juin 1886. 27 
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Considérons maintenant l'intégrale 


La fonction ve devient maximum pour # = 1, et nous posons 


VV — p— 3 — 
vert ei", 1—v=—t, 


(1— tete", 


Pour des valeurs suffisamment petites de x, on peut développer ¢ sui- 


vant les puissances croissantes de x 


(= aT+ alt + a,2*+..., 


et le premier terme est évidemment y2x. On pourrait exprimer 
Gy, Az, ... d’une manière indépendante à l’aide de la série de Lagrange; 
mais, comme il s’agit ici simplement de calculer quelques-uns des pre- 
miers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable. 


dt m: . . . 
On trouve ¢ 7 = 2æ(1 —t), et, différentiant n fois, puis posant 


æ—=0,t—=0o, il vient 


NA, An + (2 — 1) Ag Ay—-y +(n—2)a an s+...+14, 4 = — 24, 


En partant de a, = 2, on en déduit a,, a,, ... et 


t= 1-0 yar—2at+ ii Var'+ 32 
— dv =(V2—ta+tyart+ rr)de 
dy 


I— 


ee ie) € 





En observant encore que 


(n22). 


ew = ener nt —e-a[ 1+ nar + (m— In) 2? + (dn — Int na...) 


il vient 


1-8 (ve) L dx 
(4) Î PT ede =e f erry + Aix + Ar? + Asa +...) 
1, $I? x 


Vi 
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A,, A:, As,... étant des polynömes en n. La limite supérieure L de 
l'intégrale au second membre dépend de la valeur de la quantité posi- 
tive A. Nous choisissons maintenant À de manière que la série 
1+ À,x + A,x* +... reste convergente dans tout l'intervalle d’inte- 
gration. De cette manière, À a une valeur positive finie tout à fait in- 
dépendante de 7. En y regardant de plus près, on voit même que Äh est 
une simple constante numérique, indépendante de n aussi; car le rayon 
de convergence de la série e" = 1 + nyÿ2x +... ne dépend pas de n. 


i+h 


ver n ea 
(ve ody d'une manière ana- 


3. En traitant l'intégrale f 
1—€ 
logue, nous posons 
ve—"= ei, c—i=t, 


(1+ t)et=e™, 
et nous obtenons d’abord 
i= a,x —a,xr*+a,2"—..., 
Q,, A,,4;,... ayant les mêmes valeurs que précédemment. En achevant 


le calcul comme tout à l'heure, il vient 


L 
ed — — e-4 e "*[1— Aix +Asxt—A,xi+...] dr, 
1+€ ef! T 


I+rk (v u 


(5) 


A,,A,,... ayant la méme signification que dans la formule (4). La 
quantité & peut être choisie de manière que dans le second membre la 
limite supérieure de l'intégration est de nouveau L. 

En réunissant les deux intégrales (4) et (5), on voit se détruire les 
parties qui deviennent infinies pour e = o. Après cela, on peut prendre 
<= 0, etil vient 


„vn 1+4 ve—®\? . 
J, ey rk rl CET _ erde 


L 
| = 2674 f eM A, + Asa?+ Art +...]dr. 


“0 


On sait que l'intégrale er" x" dx converge vers zéro pour 7 = > 
/L 
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plus rapidement qu'aucune puissance négative de zn. La valeur appro- 
chée du second membre est donc 


nee f ear A, dx = se/2 
0 n 
— 1 es an 
1~ 3 n 


I! est facile de voir maintenant que les parties que nous avons negli- 


gées, 
Ih —v\n ” —v\n 
f (ve7")" e-Wdyv et (ve7")" en" dv, 
0 . 


I — 0 i+k I — 6 


ou 


n'ont, en effet, aucune influence sur le développement de R, suivant les 
puissances descendantes de n. En effet, dans la premiere intégrale, la 
plus grande valeur de ve~ est égale à Oe—', © étant une fraction posi- 
tive, inférieure à l’unité. On en conclut 


Ih, —vyn A ! 4 
f wer) ne do < © ef en du — ef ern" du, 
2/9 h h h h | 


I—? 


et la fraction ©" décroit plus rapidement qu’aucune puissance négative 
den. Quant à la deuxième intégrale, en posant v =1-+ u, on voit qu’elle 
est inférieure en valeur absolue à 


ea (* 
u Î (1+ uw)" e-"*e-%" du, 
k 


Soit rla quantité positive supérieure à l’unité, qui satisfait à la rela- 
tion 
f 
1+k—e"; 


alors on a évidemment 


u 


i+u<e pour w>k 


et, par conséquent, 


et ff 07% © _nulı-! nu 
ur J (1+ u)te- tte du < Ef e 7) du. 
k k 
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Le facteur qui multiplie e“ décroit encore plus rapidement que 
toute puissance négative den, et, ainsi, l’équation (6) fournit le déve- 
loppement cherché 


+ (Im ne 2m + + eg) at 
ho 24" 52" 347 238" G0o48/n: ‘| 


On en conclut que la valeur de n, qui donne R,= o, est susceptible 
d’un développement 
\g. + Pry 


Nn = Be + 


dont on determine les coefficients en substituant dans l’expression pré- 
cédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de 


i , . P . 
= Nous avons posé a=n-+ 7, et la racine de l’&quation R, = 0 est 


donc égale a 


(8) a=n+,+ 8 + Ë +. 
B=+ 3 
8 
B 705’ 
_ 184 
Bs 25515? 
d’où l’on déduit encore 
(9) n—a— 1 8 16 
9 u 3 at en 


4. Pour juger de l’approximation avec laquelle nous avons résqlu 
ainsi l’équation R,= 0, nous mettons en regard l’une de l’autre la 
valeur approchée donnée par la formule (8) pour n=1, 2 avec la 
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valeur exacte, calculée à l’aide du développement 





a’ a? 
a — 
li(e*) — €+ loga + — + tar 
n. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur. 
1,372 1,3459 0,0013 
> Vo 2,34155 2,344! 0,00014 


On voit que I’ approximation obtenue est beaucoup plus grande que 
cela n’était nécessaire. 

En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R, = 0, 
nous résumons ainsi le résultat obtenu : 


ta al! I (n—1) 
li(e*) =e rar He Ra | 
N—a—!— 8 | 16 
u 3  doda + 35515a 
Ordre d’approximation............... ea =". 


Nous avons ajouté comme ordre d’approximation une valeur appro- 
chée du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. C’est 
donc en même temps la limite de l’approximation que peut donner la 
série semi-convergente, dans le cas où l’on n’a pas recours au calcul 
approché de R,. En multipliant par e*, on voit qu’on obtient li(e“) 


avec une erreur de l’ordre VE 
a 


Soit, par exemple, 
e% = 10000000000, 


a = 23,025851..., 
N = 22,692. 


On doit donc prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore 
le terme suivant multiplié par A = 0,692, d' apres le procédé que nous 
avons indiqué dans l’Introduction. On trouve ainsi 


li (10000000000) = 455055614, 2227 + 0,5246A = 455055614, 585. 


En prenant 
n = 23, n—0,02589..., 
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on obtiendra une exactitude un peu plus grande en calculant R,, par 
la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte 


li( 10000000000) = 455055614, 5866. 


Remarquons que l'emploi de la série semi-convergente présente ei 
un avantage réel sur l’emploi de la série convergente 
€ + loga + — + +2 + ; 
Be Fr aal Bar 
car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé 
au plus grand terme, et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul 
pour obtenir l’approximation donnée par la série semi-convergente. 


5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation 
l'équation transcendante R, = o nous sera encore très utile dans fa 
suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel 
on peut donner une autre forme très simple au terme complémen- 
taire R,. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode 
pour calculer les coefficients du développement 


a=n+ Bor tr... 
On a, en supposant o << b <a, 
li(e+) = li(e*) + f du, 
b U 
et une integration par parties donne 


a — pa] i, 1 1.2...(2—1) 
li(e*) =e +44 He 


a 
et 
(10) Ra=1.2.3...n.ee f wnat du, 
An 
a, étant une constante qu'il faut encore déterminer. Mais il est évident 
que a, n'est autre chose que la valeur de a qui annule R,, et que nous 
savons calculer avec une grande approximation par la formule (8) 


8 184 


I 
(11) ARRET Tin en + 
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La relation 
R,-.—= T,+R, 


revient maintenant a 
d’où, pour a@=a,, 


En posant u =n + v, il vient, après une légère réduction, 


p v 
e* dv er 
(12) _———— = 


n 7 n? 
n n 
q 


ER 
nh n n 


en écrivant 


| P= —n= 8, wey 
| 31, Pit Bs | Pit 2Ba+ B 

— — ral Pi 2 1 + 2Pa 3 
J = An —n = I+ + + 5 +... 


En développant maintenant les deux membres de (12) suivant les 
puissances descendantes de 7, on obtient d’abord 


pr tar ar iu ur (fo ar Le) L 

(1+ =) an 3 8 / m \4 6 48 jn” 
n 

puis 


_ (pq)! —ır.Iml 
p q+ 6(P Pr ae pete. 


En substituant pour p ct g leurs valeurs (13), on obtient d’abord, 


par identification du coefficient de - dans les deux membres, 
[Be — (Po—1P]=E8s où Amt: 


. . I I . 
La comparaison des coefficients de -;; —;» --- permet ensuite de 


calculer sans ambiguïté par des équations linéaires les coefficients 3,, 


RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 217 


6,,.... Nousavons retrouvé de cette manière les valeurs déjà données 
de 8, et By. 


6. La considération de la fonction li(a), pour une valeur de l'ar- 
gument inférieure à l’unité, conduit à une série de première espèce. 
On a 

li(e-*) =— [aus [EE 
. u 0 I+ Vv 


va 








et l’on obtient, par une intégration par parties ou par le développe- 


ment de 





’ 
1+ v 


, pa ul" I 1.2 I (n— ı) 
(14) li(e ¢)—=—e é eae oy SEE ER, ; 


er" on pv 
R, = 1.2.3...nee one du _ ee de 
a une itp Vv 


Cette série ne donne lieu à aucune remarque particulière; en posant 
a=n-+y, on peut développer R, suivant les puissances descendantes 
den, à l’aide des méthodes de Laplace que nous avons déjà appliquées 
dans le cas de li(e*); on trouve 








Io. Fy, tog, 1 BASS 
-r C5" — N + —7 +77N + = ry à Tes . 
16 4 12 21 J 


Ce développement présente la plus grande analogie avec la for- 


; _a an . 
mule (7); dans les deux cas, e ve est la valeur asymptotique du 


terme T,: maisiciR, ne s’evanouit pas pour une valeur finie den, etle 
premier terme > de la série se retrouve généralement dans le cas d’une 
série de première espèce. 

On déduirait sans peine de cette expression de R, la solution appro- 
AR, _ 
dn 


chée de =o. Le résultat est 


I 
AaN+ — +... ou N—=G— ao 
On ba 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Jritter 1886. 28 


218 | TH. STIELTJES. 





Etude des intégrales f — du, { UCOSAU pn 
0 


0 u? t+ 


eau 


7. Considérons l'intégrale | —— du. Au licu d'intégrer le long de 
I+ u 
l'axe des X, de O vers A (fig. 1), on pourra effectuer l’integration en 


suivant le chemin OBCA, en ayant soin d’éviter le point £ en le laissant 


Fig. 1. 

Y! 

| c ù 
Br —---- — — —-— —— +" 

| | 

| 

| | 

| | 
+p u 
Ù rr ar’ 
I 


à gauche, ce qu'on pourra faire en déerivant autour de ce point un 
demi-cercle dont nous supposons le rayon € infiniment petit. Cette’ 
partie de l'intégrale s’évalue à 


er N du e=@ ow 
u =) = ; I — XI re". 


x 








Les intégrales le long de BC et CA tendent évidemment vers zero 
lorsque A et B s’eloignent indefiniment, en sorte qu’on obtient 


. 1-E. . 
etidu 7m te de = ler de 
_— — Sera ——— _——; 
2 — op _c 
J, 1+u 2 0 1— 6 Lie Ia 
done 
e i — £ ’ 
* sinau du e—W dy Ze Wdy 
(16) sar = —ar| x 
e © eo e I+: 4 


On trouve d'une manière semblable, ou en prenant la dérivée de (16) 
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par rapport a a, 


1— 
_ “ucosaudu _ © vera dv "= ge— dv 
(17) —f Tye = rat Tf x 
0 i+eé 


En employant dans le second membre de ces formules l’identite 














„rn 
ett. tO =) 
r— 1— (6 
ıl vient 
” sinau I 1.2 1.2...(2n —2) 
2 3 in —1 ny 
> itu a a 
1—E on p-av © ‚an p-av 
ye ve 
Rea fae (OE 
1— ¢? 1— 6”? 
vo “1+E€ 
(19) "ucosau Ju = — +. V2.3 | bt (an — 1) LR 
9 Tre“ Ta a: 7 qin a 
1-E An+i.-av © tn p—av 
re e v e 
R, = [ —di + ——,— dv, 
1— ¢? 1— ep 
vg 1+E€ 


Nous devons maintenant obtenir d’abord le développement du terme 
complémentaire suivant les puissances descendantes de n. 


8. Pour embrasser en même temps les deux cas, nous posons 


E m er æ pr e—av 
Din nf 1 — To — ds +f 1 — 2 dv, 
1+E€ 
eta=m-+ yn. 


La méthode & suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons 
déjà développée à l’occasion du logarithme intégral, et il suffira donc 
d'indiquer brièvement les calculs. 

Dans la première intégrale 


ve’, mn 
f te" ee de, 
0 1 — pi 


verr’—e-!-, I-r= fr +..., 





nous posons 
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et l’on obtient 





1-8: (ge-r\m ' da 
f . D er dy = pene f emz’( 4- Ayr + A,z*+...) “we? 
L af | 
A,, A, étant des polynömes en n. 
Dans la seconde intégrale 
” ‘e- vin 
(re 7" es" dy, 
1— 6 
I+8 
nous posons 
ve 6 —— ei, v— I — V2. + 
et l'on obtient 
© -u\n , dr 
f we)" etw de == -- se f em — Ayr + Ayri—...)—- 
Jian 1% 2 “Vf u 
Le développement de S,, se trouve maintenant à l’aide de 
Sun = 67 f ermax (A, + A327" + A,x° + ...) dr, 
eo 
I /x I I 1.3 N 
Sy = -e 4 / —(A,+ -A,—-- + — A, — +... 
2 m 2 “m 2.2 ‘on? 
ou bien 
e I 
T I I 1 I i \ 1 
Sue / = +[=W—- nn —)- 
m \/ om In+3+(5 ran 6" 35) i 
(143 7 tye yes 19, 4 323 
fo" 487 7 78" 237 © 388" Ÿ 12096 
_ _ 1, ps 
On en conclut S,, = o pour n = 8) + © + © ou 
_ 199 6409 
(21) TE 32407  4o824om* 


9. Dans le cas de l’intégrale 


Ve ® 
sinau 
- du, 
„ 1 





) 


I 
m? 


| 


RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 221 


la résolution approchée de R, = o est donc donnée par les développe- 
ments 





_,, 1, 199 ____ 6409 
(22) PRG 6480n  1632960n° 
_! 1 _ _ 199 
(23) me eT 6480a 
va ee , at 
Pour n=1, on aurait, d'après (22), la racine de “sin du = 
0 1+u 


approximativement égale à 1,86012. Pour calculer la valeur exacte, 


nous observons qu'on déduit de la formule (16), en remplaçant ——, 


I I I 
par - _ , 
2 1— 06 2 1+V 








* sinau 
——— d — 1 >-a |; a) — 1 e@]i(e-4 
f agi tl = 2 li(e*) — $e li(e-?), 
en sorte que l'équation à résoudre par approximation est 


I I a? a? 
"see (&+loga+ + + +...) 





a 2.21 3.3! 
_ 1a (e+ loc a a? a? 
3° + 10 san + 5.2! int) 


On trouve a = 1,85986 et l’erreur de notre formule approchée dans ce 
cas extrême 0,00026. 


10. En remplaçant, dans la formule (21), m par 2n +1, on trouve 
que, dans le cas de l’intégrale 


Vu COS au ] 
1 + Thu d at 


la résolution approchée de R, = o est donnée par les formules 


5 199 109 _ 
24 aan a BIT ; 
(24) "ET Bajo(2n+1)  4oBajo(an—+1)?’ 
i 1 > 199 
5 1,5 _ 199 _ |, 
( ) n 2° 12 6480 a 


Ces formules donnent une approximation largement suflisante; en 
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prenant z = o dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approchée 
de la racine de l’&qualion transcendante 


= 

u cosau 

—— du = — 5 e~* li(e*) — 4e"li(e”)=o. 
» ite 


La valeur exacte est 0,87964. 


Développement en série semi-convergente de logI(a2). 


11. Avant d’aborder le développement de logl' (ai), nous croyons 
utile de résumer ici le résultat auquel on est arrivé par l’étude du de- 
veloppement de logl'(a), en renvoyant d’ailleurs pour les démonstra- 
tions au travail de M. Bourguet. 

Le premier travail rigoureux sur ce sujet, qui est dû à Cauchy, a son 
point de départ dans cette formule à laquelle Binet était déjà arrivé, 





(26) logT(a)=(a—z)loga—a-+ ; logan +f (= a4 ;) — du. 
; 2 
Pour obtenir le terme complémentaire sous forme finie, il est plus 
avantageux de partir de l'expression | 
1 ff” du I 
(27) logl(a)—(a—t)loga — a + {log2r + a Tha log (mn) 


et l’on trouve 


ı ff” du lo I 
tt i+ u? 5 I — e7?Tuu 


“0 














B, B, \L B, _ 
(28) 1.24 3.4a° ra nan + Re 
1 (7 un I 
\ Ra | p+ u! log (mir ) du. 
0 
M. Bourguet trouve que l'indice du plus petit terme est le premier 
hd » e a I I e e 
nombre entier supérieur à Ta + i+ Sana’ tt il donne comme racine 
approchée de R, — R,_, =o l'expression 
3 3 


TA+ SE — ~—- 
4A 3e2na 
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On conclut de ce qui précède que le reste du plus petit terme est, à 
fort peu près, égal à la moitié de ce terme. En posant za =n + 7, on 
peut développer R, suivant les puissances descendantes de n. Comme 
nous aurons à exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme 
complémentaire d’une série de seconde espèce, nous nous bornerons 
à donner ici le résultat suivant : | 


| R.= 7 2 2 48/n 
I, 1 4 17.2 1! 61 I 
| + (Gata git eat an jt] 


On peut en déduire encore sans difficulté la résolution approchée de 


n 


, . aR 
l'équation -7* =o; nous trouvons 





_ ur 13 n=ra 18 
TANT ZT gon ou — 7T +7 gona 

12. Nous allons nous occuper maintenant du développement de 
log l'(ai). Observons d’abord que, d’après la définition de la fonction l 


adoptée par Gauss, on a 


ett logn 


ait + ai) (1+ ©) ... (1+%) 


En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes, 
on en conclut qu’en posant 


(7 = ). 


T(at) =Lim 


(30) T (ai) = Re®, 
on aura u 
2 2 
R=ı: + (+ 5) (14S) oo 
4 9 
c'est-à-dire 
2T 
et puis 


\ 


Te a a 
(32) 8=Lim (« logn ——arctanga — arc tang a arctang > ) (n x). 
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Il faut prendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif 
N e e a . e . T 
ou négatif, et les arcs doivent être pris entre les limites + =- Dans la 


suite nous supposerons toujours que a est positif. 


Comme l’on a 
logT(ai) = logR + @:i, 


on voit que nous aurons à nous occuper seulement du développement 
de la partie imaginaire ©. On pourrait, dans cette recherche, partir de 
l'expression (32); mais il est beaucoup plus simple, comme nous le 
verrons, de se servir de la formule de Binet 





logF(a)—(a—{!)loga—a+tlogar +f (=> 2 + 1) 27 du. 
0 


et — ı u 2 u 


13. En etablissant cette formule, on a en vue ordinairement seule- 
ment les valeurs réelles de a. On voit cependant facilement que rien 
n'empêche d'attribuer à a une valeur imaginaire quelconque, à la con- 
dition toutefois que la partie réelle de a soit positive. Les logarithmes 
qui entrent dans, la formule ont une détermination unique par la con- 
dition même que la variable ne doit jamais franchir l'axe des y. 

Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantité dont la 
partie réelle est nulle, il est nécessaire de justifier cette opération. 

Évidemment, cette application de la formule de Binet sera justifiée | 
si nous faisons voir : 

ı° Que l'intégrale 





æ I I 1\ e-tui 
f (= — — + x) du 
oo ev — 1 u 2 u 
a un sens; 
2° Que cette intégrale est la limite vers laquelle tend 


© -hbu-aut 
I I 1\e 
———- — — + — | — du 
0 et — 1} u 2 u 


lorsque la quantité positive 5 decroit indéfiniment. 
Le premier point est à peu près évident, car la fonction 


œo 
I u, I\ 1 2, 
Ses — . — — — _ Tr 9 
et — 1 u Ju u?+ 4n?T? 
i 


RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 


qui entre dans les intégrales 
* I I 1\ cosau ° 
f (se $+ 5) ae, f I +) du, 
| 2 u Jo Eur 


est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour «=x 
Le second point à établir revient à montrer que les intégrales 


M = [ 20 ( (1— e~°") cosau du, 
“0 


J__— (1 — 


N= [” ALL e~’") sinau du, 


‘0 


où nous avons posé 





I 
u)= 
plu) e" — 1 u 2 


convergent vers zéro en même temps que 8. 
Nous remarquons que les fonctions o(u) et gui 2) sont toujours finies, 


et décomposons M en trois parties 


1 
M=f PO 1 — erw) cosau du, 





b 
M, = [ lu) (1 — e~*") cosau du, 


tt 


M, — iu) (1 — e-*") cosau du. 
qo 
Vo 
On a évidemment 
1 . 
IM,|<(1 — et) f pu) du, 
0 u 
done 
limM,= o pour 5=o. 
Ensuite 
v3 (u) vs (u) 
[Mal < f (= e-bu) du < (1— e-V*) f an du, 
1 
IM.I<(ı—erV®) 9() CAVE 
29 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome Il. — IJcivret 1886. 


226 TH. STIELTJES. 


= désignant une valeur entre 1 et V3 On en conclut 
limM, =. 


Quant à M,, en appliquant le second théorème de la moyenne, 


b nN b 
[He Ve) de = fla) | Y(2)de +00) | Yadar, 
“a ea N 
où la fonction /(x) doit varier toujours dans le même sens, 


ñ . 
M,=(1— eve) [ ec) cosau du +f peu) cosau du. 
1 n 


C 
ET = o(u . 
Mais l'intégrale f pte) cosau du ayant un sens, les deux intégrales 
0 | 


qui figurent au second membre convergent vers zéro et limM, = o. 
On conclut de tout ce qui précède limM = 0, ct la même démonstra- 
tion s'applique à l'intégrale N; done aussi limN = o. 
D'après cela, il est permis de changer a en a dans la formule de 
Binet, et nous obtenons ainsi 


(33) IogR == Hogan — }loga—}na+ f FU) cosau du, 
(34) 8—aloga — a — 7 — f 2 eu 20 sin au du. 
4 4 


14. Nous avons à transformer d’abord les intégrales qui figurent 
dans les seconds membres. Soit 


v=/f PU) cami du, 
0 


2tt 
au lieu de p(w), nous trouvons 


+ 4n*n? 


v _ = g etui du _ vernal 
u 0 u+4ntnt nr i+ rm 
{ 


en substituant yi 
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Nous avons vu déjà (n°7) qu'il est permis de remplacer, dans l’inté- 


grale 
© einnaui 
f - du, 
i+w 


“u 





l'intégration le long de l’axe des x, par une integration le long de 


axe des y, en évitant par un petit demi-cercle de rayon e le point 2. 
On obtient ainsi 


e-mnav,  „-arnav ’ 
1 — TEE 1— 4" 


ti+Ee 





et, par conséquent, 


1— 
— — ee — — (en ° 
0 i+é 





donc 
> ” o(u) 1 I 
35 o(u) cos au du = - log ———_—_ 
. J a 2 D 1 — e—2ña ? 
: œ 1 -€ 
o(u). I dv I 
2 sinau du = — — lor — 
(36) | f u tO, 1— ¢? © 1 — e-2tay 
! 
I ” dae I 
nr pt 08 gm 
\ 1+E€ 


En portant la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la 
valeur finie de R déjà donnée [ formule (31)]. 


15. En employant dans le second membre de la formule (36) l’iden- 
tile 


ç? n 





—— > Stet... OM D 5) 
1— 6 1— 1 


on trouve, en ayant égard à la formule 


- | Large 1 go — — Ba 
(37) = log game At (ak — ı)2 kart! 
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(qu'on obtient en développant en série le logarithme), 


"*o(u) . Bi B, B, 
(38) f = sinau du — 13a + 3.1.a +. + (an —1)2 nai + R,. 


1- : , 
R I vn dy j I tn dy | I 
"Ten 1 — 1? Tem TT 1+£ 1 — 1? ET rar 


C'est la série semi-convergente que nous avions en vue; le terme 
complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de 


N “jan dv N 
_ > log —. 
T 1— pe? Tre ?Trav 


.o 











Il est interessant de rapprocher de cette formule la forme du terme 
complémentaire dans le cas de la serie de Stirling [formule (28)]. 

La série étant de seconde espèce, il nous reste à déterminer approxi- 
mativement la racine de l'équation R, = o. Pour cela, nous dévelop- 
pons d’abord R, suivant les puissances descendantes de n. 


16. Le premier terme du développement de log. aaa étant 


e-?”@, nous considérons d’abord au lieu de R, 


IE san e-?Tav 72 ‚In g-INuw 
TS, "Ll. Ee dy -H > dy 


nr? r-- 47 
CENT 44-5 








ou, en posant Ta =—n-+y, 


{-— € ZX ; , 
, ve!" 2n ; ve an 
TS py = f Ce ete de + | we) tre dv. 


= 
I ---- 4 I -— ¢ 
0 CIRE 


Le développement de S, n'est plus à trouver, nous pouvons l'écrire 
aussilot d'après le résultat que nous avons obtenu dans le n° 8. En con- 
servant seuleinent le terme principal, il vient 


. 1 \ on, (3 
S, — n+—)e I —. 
\ 1°? nT 


Nous avons à évaluer maintenant l’erreur qu’on commet en prenant 
S, au lieu de R,. Pour cela, nous développons en série le logarithme ; 


PAR 
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le 4 + 1% terme donne lieu à cette partie de R, 


I bad gar e-IRalk+-liv / 
ee Ve. e rn [4 te 
R(A +1) P J 1— °°? 


En développant 





pink 


site... Hrn ; 
1— ev? 1— 








> 


on trouve 


I SS Tan +3) 


rT (K+ 1) anti Az“+3 


Tank + 2n—1) PE Re eae 
—— + V. p. 


A22h+?n—1 DE dé 


0 
en écrivant, pour abréger, 
ara(k +1) = A. 
Les termes diminuent d'abord et l'intégrale est de l’ordre du der- 
nier terme. C’est ce qui résulte, en effet, de la discussion que nous 


” sinau | 
„du (n° 8). La 
I-+ U ° 





avons faite de la série semi-convergente pour [ 
“ 0 


quantité à évaluer est donc positive, mais n’atteindra pas #4 fois le 
premier terme ou 


| ak Tian +1) 
rk +1) Ata-+ı 
En remplaçant l'(27 + ı) par sa valeur asymptotique 
ın 
avan (2) , 


on trouve, à cause dera—n+n, 


nk Var | n an 
m(A+1)?"*+? za | e(n+n) 
. ‘ ht zn 
ou, si nous remplacons za par zn, (=) par e~, 


nn 


Rh m fe gm I. 
(Ak + ı)20+2 nr (4 + pyri \ AT 


(39 
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La somme des termes négligés ne surpasse donc pas 


em /Lunl ++ tn 
NT 22n+1 322+! Atari 
n , I 
pint Fette / Ts 
giant nT 


T étant une fonction qui converge vers 1 pour x = x. 


ou 


10 ana, Jt ae ant. 
On voit que le facteur qui mulliplie e ve décroit plus rapi 


dement qu'aucune puissance négative de 7; d’où l’on conclut que, pour | 
développer R,, suivant les puissances décroissantes de 7, on doit s’en 
tenir à S,, les parties négligées n'ayant aucune influence sur ce déve- 
loppement. A l’aide du n° 8, nous obtenons maintenant 


i rf I 7 I I i \1 
R„=e mi / —] (n+ —)4+([(_g?— 7n?——n—=z-)- 
| NT 12 3 4 12 940 / n 


) ‘ 


+ | ys Ze eye cet oe 923 I 
| 4 i" 48 1152 96768) n? 


On en conclut la solution approchée de l’equation R, = o par l’une 
ou l’autre des formules 


=n— 1 199 _ _ Bi09 _ 
(40) many 129607 3265920 n° 


e 
w 


J I 
(41) n=o=na+— — a —_ 
12 1290074 
La série étant composée des mêmes termes que ceux de la série de 
Stirling, l'indice du plus petit terme sera encore, d'après M. Bourguet, 
e . oe « I J . 

. _ ——, Vv a 
le premier nombre entier supérieur ara + i+ ana On voit donc 
que le changement de signe de R, s'opère dans le voisinage du plus 
petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde 
espèce que nous avons étudiées. 


17. Pour avoir une idée de l’approximation avec laquelle nous avons 
résolu l’équation R, = 0, nous avons pris n = 3 dans la formule (40), 
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ce qui fournit cette valeur approchée de a, qui est un peu inférieure à 
l'unité a = 0,9300. (En prenant n=1, 2, on serait conduit évidem- 
ment à des valeurs de a beaucoup trop petites pour songer à appliquer 
la série semi-convergente.) Pour résoudre l'équation R, = o rigoureu- 
sement, il nous faut un moyen de calculer O avec exactitude. Pour 
cela, nous remarquons que la série bien connue 


logl(x) =— lgr —€zv+48,7°?—48,2°+{S8,7'—-... 


donne, en remplaçant x par ai, 
@—— _ea+1S,a— 18,48 + 18.47 
—_ BO a+3 A — % sa +s nd —.... 
Pour augmenter la convergence, nous écrirons 


= — - — arctanga +(1—- Ca 
+ 1(8,—1)@— 1(5,— 1)@ + 4(5.— ı)a’—.... 
L’équation à résoudre étant 


6—aloga—a r \ 
7 4 ı2a 3600? 12600@° 


nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9277. L’ap- 
proximation est très suffisante ; même pour a = ı, la formule (41) donne 


la racine de R, = o par rapport A n, avec une erreurinférieure à 0,01. 
Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu : 


T (ai) = Re, 


B, B, B, 


i oe | . 
4 1.20 3.40? (an —-ı)Jana®t! n 


I I 
Nona + — 19_, 
12 129007 a 
e Ta 





Ordre d’approximation..... 
\ rVa 


Pour a — 1, N = 3,22; en appliquant le procédé indiqué dans l’in- 
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troduction, il vient 


8 = — 1,872303 — 0,000399). 


On obtient deux limites en prenant À =o, À = 1; la valeur A= 0,22 
donne une valeur plus approchée 
— 1,872431. 

La valeur exacte est 

8 = — 1,87243 66452 6243 ..., 

8 = — 107° 16'57",782. 

18. Supposons que la variable s decrive la partie positive de l'axe 

imaginaire, alors nous pouvons indiquer comment se comporte la fonc- 


ns Fy ‘ant 1 — Le 1 _ 

tion holomorphe Fa; En effet, ayant Taj Ro OR 6 sont 
, . . . , I 

les coordonnées polaires du point qui représente T(aij’ et nous voyons 


que ce point décrit une spirale, le rayon vecteur se mouvant dans le 
sens négatif et croissant rapidement. L’angle de la courbe et du rayon 


* a [4 D 2 . 
vecteur, dont la tangente est à peu pres égale à — loga, tend vers go°. 


Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaitre la forme 
de la courbe dans le voisinage de l’origine : 


1 1 

a. -- 0. KR a. -. 6. BR 

(ORNE yo. 0,0 0 ok) re 82.34,3 13,056 
(7 Vers 96.26, 1 0,207 Wy Verse 73.51,1 18,517 
Oh... 101.2, 1 0,453 2 61. 7,6 26,808 
0,6.......... 105.37,6 0,781 2,6........ 33.28,4 38 , 202 
0,8.......... 107.25 ,9 1,250 2,8........ 41.37,7 34141277 
1,0.......... 107.17,0 1,917 3,0........ 29.38 ,8 76,919 
Pe 105.19,0 2,877 3,2........ 16.35,0 108 , 765 
oe re 101. 42,3 1,256 3,1........ 248,9 153,493 
1,6.......... 96.37,0 6,230 3,6........ — 11.37,0 216,241 
1,8.......... 90.11,7 9,017 3,8........ — 26. 40,7 304,170 
LK. Per 82.34,3 13,056 4,0........ — 412.270,2 427,271 


L’angle — 8 commence à croitre de 90° jusqu’à un certain maximum, 
dont voici la détermination : | 


a= 0,88382, — 6 = 107°36'1", m — 1,9003. 
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Après avoir dépassé ce maximum, l’angle — © décroit constam- 
ment. 


19. D'après ce qui précède, il est permis de changer a en a dans la 
série de Stirling; en arrétant la série à son plus petit terme, l'erreur 
est du même ordre que te terme. L'examen des conditions sous les- 
quelles.on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires 
quelconques de la variable se présente naturellement, mais nous ne 
l'ahorderons pas. Nous rappelons seulement que, dans le Tome 56 du 
Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant : 


B B 
3) =t + (s—1 3s—3 I _.-+ -.- n — . 
lol) = logan + ( 2) log Tia. (an — ı)an str-1 7 Ru; 








B e-+rei 
R, n+1 + 


5 =a+ bi = = — 
? (an +i)(2n +2) arr’ 


ete’ restant compris dans les limites + 1. On suppose de plus que la 
partie réelle de 3, a est positive. 

Comme on le voit, cette limitation de R, devient complètement illu- 
soire lorsqu'on fait tendre a vers zéro; mais M. Lipschitz n'avait pas à 
s'occuper du cas a — 0, et la limitation du reste auquel il s’est arrêté 
suffisait pleinement pour le but qu’il s'était proposé, qui était tout 
autre que celui de vouloir déterminer avec exactitude quels services 
cette série pourrait rendre pour l’évaluation de log (2). 


Étude des intégrales de l'équation différentielle 
ds ıds 
dada ~~ ° 
20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous 
lesquelles on est arrivé à présenter les intégrales de cette équation dif- 
férentielle. On trouve d’abord cette intégrale, qui est holomorphe dans 
tout le plan, 


a? a’ a’ 
(43) Jai a ae wann 
vu 
+1 
I cosau du 
Af J a) = ———® 
44 
(44) OS) Ta 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome III. — Jvitret 1886, 30 
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Une autre intégrale est de la forme 
J(a)log(a) + R(a), 


R(a) étant holomorphe dans tout le plan, et, intégrant l’équation dif- 
férentielle par des séries, on trouve cette seconde intégrale 


a’ a’ a? a’ a“ 
I — > + — + e e .) lora + —, — + ve 1 + 1 TR 7527177 | + 1 — 1 — ee ‘ns 
( oe © 2? ze | 2) + 23.45.08 | 57 3) 


/ 


En désignant par (x) la dérivée de logl'(x}, l'intégrale générale 
est donc 





[+ BS loge un ++ 4]: 


.4°...(an)? 


mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci : 


(46) Kia) =2 f OU du. 
Th, Ya-ı 





Cette définition n’a un sens que lorsque « est réel. Pour opérer la 
continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de l’argu- 
ment, nous considérons, en supposant a réel et positif, l'intégrale 


aut 
(= du. On peut remplacer le chemin d’intégration OABC (fig. 2) 


Vu? — ! 





Fig. 2. 





par une intégration suivant la partie positive de l’axe des y, transfor- 
malion analogue à celle dont nous nous sommes servi dans le n° 7. 
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En supposant Vu? — 1 — + à à l’origine, on obtient 


f e-av d I f etui du + etui du 
= AN = + == Va? 
o Yırw I Yımı ı Yu 


et la comparaison des parties réelles et imaginaires conduit à ces for- 
mules 














mn 1 . 
. 2 eu 2 sınau 
47) K(a =: — du — - f — du, 
(7 Te 0 Vi+ ut T Jo Vi—u? 
2 f* sinau 
(48) J(a) = - f du. 
(a), | Var 


La relation (47) permet de continuer la fonction K(a) dans toute la 
moitié du plan où la partie réelle de la variable est positive. On vérifie 
aussi directement que les intégrales 


[- +] 1 . 

eau sin at 

du, f — dit 
Vite o Yi-w 








satisfont l’une et l’autre à l'équation différentielle 


et que, par conséquent, K(a) est bien une intégrale de l'équation dif- 
férentielle proposée. 
En supposant toujours a réel et positif, nous tirons de l'équation (47) 


°erttidu a | sinaut 
(49) K (ar) — ———- 
Vı- ut y Vi — ui 





du. 





Pour simplifier, nous remarquons que l’on peut, dans l'intégrale 
e“tid .. 
= =, remplacer le chemin d'intégration OA par OBCD ( fig. 3). 


vita 
On obtient ainsi 


f et“i du f et du fs 
——_—_ I! —— + —_—— : 
o Yıra o Vi—ui y Vui—:1 
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En changeant # en — ı et substituant dans (49), il vient 


_ . t ett D er “4 e-au du 
K (ai) = — if CE mr? =f : 
Ry aa“ ; Ver 
c'est-à-dire 
e-au du 


(30) K(at) = — (J3(at) + - Sf Teri 











Fig. 3. 


x 





21. Nous nous arrétons un instant à la determination des valeurs 
qu’il faut attribuer dans l’expression de l'intégrale générale (45) à À 
et à B pour retrouver la fonction K(a). Cette détermination de A et B 
a été donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt. 
On peut l’effectuer aussi très simplement ainsi qu'il suit. 

D'après la définition, on a 














TK (a) =f cosede "cos r dv +f" cose dv 
2 =), Veza J, Vie ) (oa 
et 
pes cose’ de caf EX; 1— cos v de 
er a Yo—a 
Vie '1— cose 
— log — = = dy, 
a V 0° — «a 
T 2 2 1— cose cost ds 
— K(a) + loga = lo (i+yı—a: /[ + ; 
2 (a) 5 6 ) Ja fo? — a? ' Er ae 
done 


v 


= 1 | = once de 
Lim E K (a) + loge | = loga — f Te: des | oes ds ; 
" a=0 LAS ' 
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Le second membre est égal à log2—e, « désignant toujours la 
, ee T 
constante eulérienne. En effet, [ v?-' cosy dy = T'(p) cos À ou 
0 


PT 


2 1— T(p+1)cos—- 
f eP—1(1— cos) de —f eP-1 cosy de = a 
0 “1 


On en conclut pour p =o, à cause de (p+ 1)= 1 — ep +... 


1 æ 
1 — cos”? cose’ 
[ — dy -- ds = €. 
y’ 
1 


( 
“0 





La relation 


(31) Lim | ER (a) + loge | =: loge — € 


a 0 


donne sur-le-champ la détermination des constantes A et B, et il vient, 
en se rappelant que }(1) = — €, 


(52) = K(a o=y SSAC ETE Jog 2 + (a+. 


En changeant «a en ai, il faut remplacer loga par loga + =i, et la 
2 
comparaison avec (50) conduit au développement 


. ” en-au du qr 
6 J nd am aap lH HAS +o], 


donné par Riemann, de l’une des intégrales de l’équation 





as 1 ds 
dai à da 


— 3—=0, 
dont J(az) est une autre intégrale. 


22. On peut changer en intégrales définies les séries (52), (53). En 
prenant la dérivée par rapport à 6 de la relation connue 


N 
Teayfıdı 
2a—1 2\b-1 —— 
af wei — ut) du = La + 4j” 
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il vient, en posantensultea=n + „b=; 


N 
af are log (1 =) du = 13 ARD pu) — (a +1)] 


0 1— a 2.4...(20) 
el 
à [du = RD à 
Je a 
done 
1.3. On 


T log = + CR + | 





72.1...(2n) 





1 u? - 9 
— = dl (À œ = — ra — nm): . 
= +f a | (41) + log 7 log(ı — u ] du 

En substituant cette valeur de log = + b(n+ ı) dans les formules 
(52), (53), il vient, après une légère réduction, si l’on observe que 
viz) = — €— log4, 








+1 
(9.4) TK) =f ——[-€ € — log2aa(lı — ur) da, 
Vi— uw 
_. “er au du +1 eu 
(35) ef = ———[- € — logaalı — u*)] du. 
ey Yazı Yı—u: 


23. Nous abordons maintenant le développement en série semi-con- 


Fig. 4. 
) 
L Cc 
_ B 
0 A +1 x 


i 
cael dy 
dont 





vergente de J(a) et de K(a). Considérons l’intégrale f 


o Vi—u 


la partie reelle est =Jla). En intégrant sur le contour fermé OABCDO 
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(fig. 4), l'intégrale est nulle. Il est évident aussi que l’intégrale étendue 
sur CD converge vers zéro lorsque Cet D s’eloignent indéfiniment. On 
voit donc que l'intégrale de O vers A est égale à la difference des inté- 
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s’éloignent indéfiniment. 
L'intégrale sur OD s'obtient en posant u=w, celle sur BC en posant 
u—1+iv. En ayant soin-de donner le signe convenable au radical 


Vi — u? dans le point B, il vient 
oo 1 
letidu | ; ezar erde (a— Ei perde 
Î Vi ui Vi + En Vat 
ou bien, en faisant attention à la formule (69). 


(56) oe se = 3 La) — ik (a) 


On en conclut les expressions suivantes de J(a), K(a) où nous avons 
posé encore ap = u 




















a cos(a— 5) 
_,;_\ 47 e-uu 2 ln 
nyaa Vi Vırä 
0 2a 2a 


1 I ; I 1 
—— tr =——, I 07 T—— 
UT UT Lu / Lu 
V'-& I — 1— — 1+ — 
2a 2a 2a 2a 
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à l’aide de la formule 


un 


j seo) +a 





F(a) =F(0) + uF"(0) +.. Cu 


| (a On, 


À désignant une fraction positive. Il obtient ainsi 











mf at RB a5) 
ave[s Ta(Saye Ta. (an a) (Bajm-i R, | 





19,3854 138.423)? op, 
va Fa a tt M =m] 





On voit qu'on obtient ainsi en même temps le développement de 
J(a) et de K(a). Quant au terme complémentaire R,, la méthode 
adoptée par M. Lipschitz lui permet d'établir que la valeur absolue de 
u est inférieure à T,+,. De même, R, est inférieur en valeur absolue à 

T;,,,- On peut resserrer un peu ces limitations, et faire voir que R, ct 
R, sont positifs, ce qui entraine déjà que R, est inférieur à T, et à T,,,, 
R,àT,et à T,,,. En effet, on a 


z 5 


a [de ı 2 [7d 1 
2 = = » = = = 5 
Tr du 7 Li Lu 7 
1— —sinte 1 1+ — sin’ 14 4 
‘0 aa 2a 0 aa 2a 


d'où l’on conclut 


(61) * uy [+ ae (eh de 
Vv-& vr re pin! 

° 2a 
(62) -i [eeu —— du=2 uf ru sinte 
a 1+ eas 

(2 2a 
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En employant l'identité 


2n 
— sin’? 
lo1 uf sine +...+[- eo int by (aa) 
mm m — — — [—— oo mn — PE —— nn 
we. Aa? 2 + u? , 
I+ m Sin”? = v 
4 a ha? 





on retrouve les séries semi-convergentes déja données, mais avec ces 
expressions des termes complémentaires 


| e-"u” TE sintr ç 
(63) R= ae ef “1 EE SE du, 
1 + ps sinte 
“7 1 ew" wr +$ sin p 
(64) R,— San an el fe _— du. 
I +7 73 sine 


24. Lorsque a est grand, l’indice du plus petit terme dans chacune 
des séries semi-convergentes (59), (60) est à peu pres égal à a. En 
posant a=n-n, on peut développer R, et Ri, suivant les puissances 
descendantes de n. Pour faciliter un peu les calculs nous remplacons u 
par 2au, cot?e par v, en sorte qu'il vient 


R.= 2a (=) e-’14 du dv 
n— 3 2 ? 
wT (: + ) u V , 
I+e+— Vv" 
I+e 
(=) est u 
R= — = — du dv. 
+e -) er + v) + u? (4 


Lorsque n est grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage 
de u=1, y=o qui ont une influence appréciable, et quand il s’agit 
d’un développement suivant les puissances descendantes de n, on peut 
borner l’intégration au voisinage de ce point u — 1, v = o. Considérons 
R, et partageons l’intégrale en deux parties. Dans la premiere, u variera 
de o à ı; dans la seconde, de 1 à oo. 

Dans la première partie, on posera 








ue-* = e- 1%", 1—u— Var —3a+ Var —..., 1+r—=e", 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Serie. Tome I. — Juizrer 1856. 31 
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et l’on trouve un résultat de la forme 


asf fete tne (Za,.0"y!) da dy. 


les coefficients a, , étant des polynömes en n, et a, ,= 0 lorsque s est 
impair. 
Dans la seconde partie, on posera 


ue-"— et", u—13=xV2+..., 


1+ 4 — ey”, 


et l'on trouve cette seconde partie égale à 


vs | fee ts raser) dx dy. 


La réunion des deux parties conduit à l'expression 


2e7724 VE f fe-metonfsas sooty] dir dy, 


™ 


et le développement de R,, suivant les puissances descendantes de », 


est 
a ja aAeta 
R, == ety / 2 (Les, Sort trey), 
at \an 8 n° 


En nous bornant aux deux premiers termes, nous avons obtenu 


4 — o-Ia a fi lo I a\r 
(65) RK, =e"? Ver [5+ (ir +jn+ DE | 
et, par des calculs tout à fait semblables, 
bafta nt NT Ld, 
3 (Gr 37 6/n 


Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est à peu près égal à 
la moitié de ce terme. 


NU CE 
(66) R,=e 2 an? 





25. Considérons maintenant les fonctions J(az), K(az). La premiere 
conduit à une série semi-convergente de seconde espèce, dont nous 
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nous occuperons plus tard. Quant à K(az), à cause de 


eau du 


K(ai) =— iJlai) + - Ve 


on voit que nous avons à nous occuper, en ce moment, seulement de 
la partie réelle 
J 
2 er-au du 
R=- —— : 
Vui—1 


ç? 
En posant u —1 + —> on trouve 


I 2 ety ? ? do 
N -e-% V: fy 
T a 7 
I+ — 
0 2a 


ou bien * 


—w -3 ) 
(67) wave du ete a, 
1+ = sintu 


On en déduit, par le développement, 


’ n 
, o v ni (2) sin?” « 
.— ZZ 1 -- — sin? u +... — sin??-?u = .— 
2a 3a 


V 8 
i+ — sin? u 
_ 24 





, 


vow, 
1+ — sin? 
2a 


68) ae /2[, 0, tt (ans) _ 
“ VE |: 1.8a | re ar 77 1.2...(n —1)(8a)"—! Ru , 


2 erg" “3 ev *sin* ude u di 
R, = — = "du . 
n — nm 
2 «a ave I +7 — — sin? u 


Ce développement semi-convergent a été donné par Riemann. L'in- 


dice du plus petit terme est à peu près égal à 2a, en posant 2a=n-+y, 
nous trouvons 


. ha I I 1\ 1 j 
— p—2a _ _ ri — | — - 
(69) R,=e Vi E - (zn +a); |. 
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26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction 


+1 
; I e-@’ dv 
al Fae 
—1 


En posante=— 1 + au, il vient 


| . et 1 e-zuu dy 
(70) J(ai) = — —=" 
rn), Vu(i—u) 


I 
Vina 


conduit sans aucune difficulté à cette série semi-convergente 


» suivant les puissances ascendantes de u, 





Le développement de 





donnée par Riemann, mais on n'obtient point ainsi une expression 
simple du terme complémentaire. 
Pour nous débarrasser du radical V1 — u, nous observons que 











en sorte qu'il vient 
1 


, it 
et (” —i u ?erzau du 
(71) J(ar) = = ?? 2 dv / 25, 
TR Jo Io I—UuU-+v 


L'intégration dans le second membre s’étend sur la bande infinie 
VOAB ( fig. 5) de largeur OA = 1, et l'intégration, par rapport Au, ne 
s'étend que jusqu'à w= 1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir 
étendre l'intégration sur une bande VOCD d’une largeur arbitraire 
OC = L, nous observons que 


ki —E 1 æ _A _ 
[ v ?dv f ve dv a log (FYE!) 
3 + —" = + ——*# |) 
J Tg PB RON ae 
done 


æ 1 
v dy 
(72) Vv. f — — 0. 
/ 0 v — k2 
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Si donc nous excluons du champ d'intégration la bande infiniment 
étroite limitée par les deux droites parallèles 


I— u+vprote, 


nous pourrons étendre dans (71) l'intégration sur la bande de lar- 
geur L, VOCD; car, en intégrant d’abord par rapport à ¢, l’equa- 


Fig. 5. 


tion (72) montre que les parties qu’on ajoute ainsi se détruisent. En 
faisant croitre L indéfiniment, nous écrivons sommairement 


eau du d 
(73) J(ai)= Fv. pf f joune ae 


le sens précis qu’il faut attacher à cette formule résultant des explica- 
tions qui précèdent. 


27. En employant maintenant l'identité 


J _ 1 | egy ur! + un 
ue i+v (ite)? "Tao +e" (i—ute)’ 


on a évidemment 


œæ 1 J 
‚pP. (1 + v)e-! Vo I kr, 


_THT(A+4 P(A +4) 
IHN) (ga) 


1? 
k+3 


m 
ae 
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et il vient 
(74) J(ai)— es Eu 2 17, 32 7 17.32... .(2n — 3)! | 
à a Va: + 18a a met 1.2...(” —ı) (8a)”-! +R |; 


(=) R, = 24 V ff as m 7 
7 n — 73 -P- (i+e)*(a—utv) Yue 


C'est cette expression du terme complémentaire, sous forme d’inté- 
grale double singulière, qui va nous permettre de résoudre avec approxi- 
mation l’équation transcendante R, = o. 





28. Nous posons 2a — nr + n et nous développons R, suivant les 
puissances descendantes de n. L'intégrale 


PE fue-"\r en“ du dv 
Vv. P: — mn Gm 
I Vo IH) I—u+E6 Vue 


se décompose naturellement en deux parties P et Q, que nous allons 
considérer séparément. 
Dans la premiere partie P, qui est positive, on a 


I— u+ 26; 
dans la seconde partie négative Q, 


I— vw tet —E, 


. ue" . . 
La fonction —— devient maximum pour « =1, 6 = 0, et l'on ob- 


Fig. 6. 
VI 
| 
| 7M 
LY 
N int 
175 
Ä : a 
sy 
| a 
a A 
| ey 
eG” 
| T . 7 ‘ 
0 1. ne 


lient la partie principale de P en intégrant seulement sur cette partie 
du champ d'intégration qui forme le voisinage du pont A. Toutefois, 
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a cause de la ligne de discontinuité AM, il faut y ajouter une bande le 
long de cette ligne AM. Il en est de même évidemment pour la partieQ, 
et il faudrait donc évaluer P et Q en étendant l'intégration sur l'aire in- 
diquée dans la fig.6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d’abord 
seulement sur une aire dont la forme est indiquée dans la fig. 7. 


Fig. 7. 


Nous négligeons donc de continuer indéfiniment la bande le long de 
la ligne de discontinuité. Nous verrons plus tard que ce procédé est 
légitime. 


29. L’evaluation de l’integrale P, étendue sur l'aire indiquée, s’ob- 
tient par un changement de variables. 

Nous définissons d’abord une fonction (x) pour des valeurs posi- 
lives de x par les relations 


let ei, 1—t=9(2), 


en supposant que ¢ varie de o a ı. La fonction o(x) est positive et 
constamment croissante, 9(0) =0, 9(oc) =1. Pour des valeurs suffi- 
samment petites de x, on peut développer 9(a) suivant les puissances 
ascendantes des x; nous avons déjà trouvé (n° 2) 


o(4) =Var—2a2+ SVeats+ hart... 


Nous introduisons maintenant, dans l’integrale P, les nouvelles va- 
riables x, y, en posant 





I—u+v=—9(2). 
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On voit d’abord que le long de AM (fig. 7) x est constant et infini- 
nent petit, tandis que y varie de o à ©. Ensuite, d'après la définition 
de 9(x), on voit que, pour = 0, on a aussi y = 0, et, le long de OA, 
x varie de 2 à o. Nous avons donc seulement à nous occuper de cette 
partie de l’integrale qui correspond à de petites valeurs de x et de y; 
mais, pour des valeurs suffisamment petites de x et de y, on peut dé- 
velopper u et » suivant les puissances croissantes de a et de y; ces 
développements ne contiennent évidemment que les puissances paires 
de y. En éliminant ¢, on a 


ue"— [u + p(r)le "2-7", 
Le premier terme du développement de u étant 1, ona 
u=i+tar+ BPot+yy?+dr'+ery?+..., 


et l’on determine sans difficulté les coefficients a, 8, y,... par la mé- 
thode des coefficients indéterminés. Le développement de » se trouve 
ensuite à l’aide de la relation ¢ = u — 1 + 9(x). On obtient ainsi 

u—i— Var +iat+ y ra +yary—..., 

= pire Via + ats Va Via +...) 

Il importe surtout de remarquer que tous les termes de ¢ sont divi- 
sibles par y?, car nous avons observé déjà que vet ys’annulent en même 
temps. On conclut des développements précédents 

Vu=i-—!{Var +ihr+ip+ivar+iVazy +... 


Ve = rlı +i1yYar + AT pt Milan IlazvrıH.. |. 


A cause de u=¢+1— 9(x), ona 


du __ dv do 
dx dr dx 
du de 
dy dy 


et 
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en sorte qu'il vient 


— n u , 
[f ( ue dE et du cds _ sets | fener dx dy, 


Lun @ d I 
T = ent?(x) | 7, 08 9(2) dy We) Ty 








et, par le développement de T, 


f [CZ um)’ eit du dv 
ite) 1—u+e Vas 
| = (fl e-n(x+yt) = [£a,;x"y]dr dy. 


L'intégration s'étend de x = ey! et de y =o jusqu'à certaines va- 
leurs positives de x et de y, que nous pouvons déterminer maintenant 
par la condition que la serie Za,,x”y* soit absolument convergente. Il 


(76) 


Fig. 8. 





n'est pas même nécessaire d'étendre le champ d'intégration aussi loin 
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination. 
La seule chose essentielle à remarquer, c’est que cette détermination 
ne dépend en aucune façon de n. Les coefficients a,, sont des poly- 
nômes en n ct a,, = 0 lorsque s est impair (ig. 8). 


30. En traitant d’une manière analogue l'intégrale Q, nous définis- 
sons d’abord une fonction 2,(x) pour les valeurs positives de l'argu- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome Ill. — Juicer 1886. 32 
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ment en posant 
te t— et-x L—i=9(r). 


{ variant de ı à 2. Puis nous posons 





-u 
UE it y 
1+6 ‘ 
I— & + v= — ol). 


Le long de AM (fig. 7) x est positif infiniment petit, y varie de o 
à 2. Le long de AU, y = oet x varie de o à =. 
En achevant le calcul comme tout à l’heure, il vient 


Lf ue” (a eee en du dv 
’ I — U I—ut+e v a’ 


=-et [fe ee = [SC ar, 2" y*| dx dy. 





L'intégration s’etend encore de x —ey}, y =o jusqu’à certaines 
valeurs positives de x et de y. Nous pouvons maintenant, dans les for- 
mules (76) et (77), étendre l'intégration jusqu'aux mêmes limites 
supérieures de æ et de y. En réunissant les intégrales, les parties qui 
deviennent infinies pour € = o disparaissent, et il vient 


f uezt\n ei du dv 
NV 
P: 1+6) tr—u+e Ver 
— ete ( fe-nera [Far y] dr dr. 


Dans le second membre, l'intégrale 


f { en Mate) pr ys dy dv 
œ Là 
[ [ er "(r+) x v25 dr dy 


“0 #0 


ne diffère de 


que par une quantité qui converge vers zéro plus rapidement qu'aucune 


RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 251 


puissance négative de n, et nous obtenons enfin le développement 
cherché 


& 2 | \ 
ueru\r et" dudy T A.9 + ie 
(78) v. p. f [ (=) — —— = —e aut). 
Jy Nr) t—u+s Juv an an 


Nous n'avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de 
discontinuité; mais, comme le résultat auquel nous arrivons reste le 
méme en changeant dans une certaine mesure les limites supérieures 
de x et de y, on voit par la même que les parties un peu éloignées de A 
de la ligne de discontinuité n’ajoutent à l'intégrale que des parties 
qu’on doit négliger tant qu'il ne s’agit que d'un développement suivant 
les puissances descendantes de n. 


31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons 
trouvé 


_ 4a 
(79) Ru=e ln ++ win ir. | 


Tn? N 


et de la nous concluons la résolution approchée de l'équation R,= o 
par l’une ou l'autre des formules 








4 
(80) san —4 Goon’ 
437 
— 2 _ _, 
(81) n =2a+3 3ahou 


Pour avoir une idée de l’approximation obtenue, nous avons calculé 
la racine de l’équation " 





es a‘ oo. I + 1° + + 1?.32...(2un — 3)? — 
a? at fe ara 18a “°° 1,.2...(m—1)(8a)"-! 
pourn=1, 2, 3, 4. 
Voici les résultats : 
Racine Valeur approximative 
\ n. de R, = 0. d’après (80). : Erreur. 
Dec c cece c ee eeees 0,2579 0,3015 — 0,0436 
Dereenrernenennnn 0,7190 0,7341 -- 0,0151 
3.............. .. 1,2038 1,2116 — 0,0078 


roses . 1,6955 1,7001 — 0,0049 
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Pour de plus grandes valeurs de 7, l’erreur diminue encore, et les 
formules (80), (81) suffisent pleinement à notre but. 
Riemann, en donnant la série semi-convergente, écrivait 


nu [1.3...(2r —ı)]? 


ara 1.2...n(8a)" 
n<ta+l 


J(ai) = et ) 


et il ajoutait qu'on ne peut calculer ainsi J(az) qu'en négligeant des 
parties de l’ordre e-** vis-à-vis de l’unité. Le résultat auquel nous 
sommes arrivé confirme et précise ces indications. 


3 
Étude de la fonction P(«) — = 
1 e'— 1] 


I 





32. Nous allons étudier maintenant à notre point de vue le déve- 
loppement en série semi-convergente donné en 1861 par M. Sehlömilch 
de la fonction 


p(ay=¥ = 


1 e— ı 


I 





(Zeitschrift für Mathem. und Physik, t. V1). 
En suivant d’abord l’analyse de M. Schlömilch, nous partirons de 
ces formules 


* sinmu I I 
82 — du—i — — — 
(82) e’tu__ ı + oem —1) am 
1 — cosmu du 
(83) f Tete er =itm+tlog(i—e-”) —tlogm, 


dont la première se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de 
Legendre (t. II, p. 189). * On peut l'obtenir sans difficulté à l’aide du 
développement 
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La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport 


am. 
En remplacant m par =) =; vey — on déduit de (82) 





ef — 1 
- du ‚u . 2u . anu 
9 erm — i a a a 


et 
u . an . 2nu 2 
à (sin © ++ sin 222) = sin 224 4 (1 — cos 
a a a a 


” anu 
an I— —— 
o=—alogan+n-+aloga+alog(1—e*)—2a tl du, 
u 0 eTu —.] u 
on obtient 
~ I I I 2 
——=alı+ „tr +trZ — logan) + aloga+aloglıe “ ) 
I et—y] 
” anu 
. 1— COS —— 
+ _ au sin 27" — 30 cot —— —— du 
0 etme __y a f u 2a ettu__ ı ° 
En faisant croitre indéfiniment z, l'intégrale 
- du sin rt 
e’Tu __ | a 
0 es 
converge vers ;, et l’on obtient 
(84) P(a) =a(loga+ €)+i—J,, 
° ant 
1— COS — 


2a u a 
J, = —— — cot — | ———————- du 
” f u 2a e’Tu _j 


294 TH. STIELTJES. 


ou 
0e pe) L=cos2nu 
(80) J, = =af (7 = — 1) oe rau, du 


9 , 2 U . . ry 
C'est en développant = — cot —» suivant les puissances croissantes 


de u, que M. Schlömilch a d’abord obtenu cette série semi-convergente 
remarquable 











B? B? B? 
86 ) J — —_ —,.2_ eee = a + R,. 
* a.ata at 2n.(an)tarr! 


Mais il s'est glissé une erreur dans cette analyse, ct le résultat ob- 
tenu par M. Schlömilch, que R, ne surpasserait jamais en valeur abso- 
lue = T,,,, est nécessairement inexacte d’après les remarques que nous 
avons développées dans l'Introduction. 

Dans le Tome Il de son Cours d’ Analyse, M. Schlömich est revenu sur 


cette série, en la rattachant cette fois à la formule sommatoire de Mac- 
laurin, il arrive à ce résultat que la valeur absolue de R, ne peut sur- 


passer 
B, Bas; ı (rm? FL. \ = on Pac! 1 [T° __! 1 
1.2...(24) am V6 Ariat} B, 6 ime) “ 


33. Pour discuter cette série à notre point de vue, nous nous servi- 
rons de cette formule 


yx / / \ 
4as dr I 
(87) 1, =. pf + — p(——). 
oi (ira 


e- 








Nous devons indiquer d’abord comment on peut passer de la for- 
mule’( 85) à la formule (87). 


A cause de 
2 u à Au 
— — COt— = a 3) 
u 2 aT' ri — u? 
| 1 


au du du 1— cos2nu 
J, — Antrt— ut = __ u? era oy 


on obtient d’abord 
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ou 
| äas dv 1— cos 1—cos4nare 
(88) . nl 1— ç*° RP TES rav __ I 
Maintenant ona 
oy 1—E€ æ 1-2: 
f 4 av dv ı— COSAT AT = f +. +f 
D pin I ? 
.o I ‘ € rae — 1 “0 e 1+2 1—: 
et, si nous posons pour abréger Arr=b, 4z?ra=c, 
HE yarde 1 — cosnbe 
, Ile 1 — ç? ec — I 
N 1 +- 4 N 
=f ha ar — cosnbu) | —, a Tone 
, 
. hali—u 1 I+u I , . 
La fonction rien PRIT — atu | est finie etcontinue 


dans le voisinage de u =o, et, en appelant M sa valeur pour une cer- 
taine valeur de uw comprise entre o et e, nous avons 


CE: LA , 14 on) i—é æ@ . 1 N 
ar I — COST rie SIN 47 /è/ 
l 4 de = [ + + \] e— 2 ANSE =}: 
1— yt era | Arnr | 
0 1 = ‚ 
En faisant croitre 2 indéfiniment, les intégrales 
TE av ds cos4nnre * 4av dv cosAr nr 
I — (2 et Trav _ I + I — y? ermrav _} 
0 1+5 
convergent vers zéro; donc 


n = œ 1— 6? e* Trav _ I 


i- 
has dv I “ 4av dy I Me 
TT {— er evTrav —ı + 1 — pi errirav _ i + £; 
0 +s: 


wes A 
. av dev 1 — cos4nranre 
Lim { wes eee 
0 
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et, en faisant tendre vers zéro €, 


Lim [ Lav dv Serer ae = yep. f 4avde I 
0 


n=® 1 — pi e’T’rav L— 1— oe! ett ray __ nn 





L’equation (88) conduit donc à cette expression de J_, 


= havde I _. "havdy I 
nf 1— 9 Sas) Pr o tw (rx) 


34. En faisant usage maintenant, dans la formule (87), de l'identité 





gen 





5 It Ft et +... Hrn 


nr ? 
1— er 1 — p? 


nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cette expression 
du terme complémentaire 


“havent! de I 
(89) R, =v. pf np (za) 
En effet, on trouve 
tkt I _ı Be ı 
(90) f ° (Te) dy= 4 2k(2k)! ak? 


en substituant pour la fonction P la série qui sert de définition et en 
faisant usage de la relation connue 


2 24 R 
(91) [ ekide By ı 


e:mnv __ 1 Ak na 


0 


35. L'expression du terme complémentaire que nous venons d’ob- 
tenir donne facilement la résolution approchée de R, = 0. On a 


I 
> — p— Tav np—-8r'av — Vv Lanta 
| (aa) = + 2€ +... af(nje ’ 


/(n) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s’agit de 
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développer la racine de R, — o, suivant les puissances descendantes 
de n, on ne doit retenir que le premier terme e-*"*. Apres les explica- 
tions du n° 16, où se présentait un cas analogue à l’occasion du déve- 
loppement de logl' (ai), il ne semble pas nécessaire d’insister plus long- 
temps sur ce point, car cela reviendrait à répéter à peu près ce que nous 
avohs dit la. La résolution approchée de 


grat e-Imtav dv 
° v. — 
p. S = 0 


se déduit aussitôt du résultat du n° 8, par un simple changement de 
lettres, et il vient 


> 199 
24 — =. 
(92) Ana — ans F 3a4o(an 41)’ 


J 199 
3 = ana — -- — —ıı_, 
(99) Sr 29920 T° a 


et la valeur approchée de R,, en posant 27?a = n + n, 


——— 


, — sta T 9 . 
(94) R, = 8ae ® mel ) 








On peut, du reste, négliger le petit terme dans (93), et 


one n'a 
prendre ainsi simplement 2r?a — - pour valeur approchée de la ra- 
cine de R, = o. 


36. Les expressions précédentes montrent l'extrême approximation 
que la série semi-convergente permet d’obtenir. L'ordre d'approxima- 


be 8a eee . 
tion est e "= / — , et déjà, pour a = 1, l'erreur ne porterait que sur 
T 


la dix-septieme décimale. Aussi nous prenons pour exemple cette va- 
leur beaucoup plus petite a=. On trouve N = 4,52: il faut donc 
prendre quatre termes et ajouter encore le cinquième terme, multiplié 
par une fraction À approximativement égale à 0,52. On obtient ainsi 


P (4) =0,0190210 — 0, 0000415A, 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Aovt 1886. 33 
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et, pour A = 0,52, 
P(t) = 0, 0189994 ; 


la valeur exacte est 
0,0189992. 


L’approximation avec laquelle nous avons résolu l'équation R, =o 
ne laisse rien à désirer. 
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APPLICATIONS 


DE LA 


THÉORIE DES CUBIQUES .GAUCHES, 


Par M. C. GUICHARD, 


MAITRE DE CONFÉRENCES À LA FACULTÉ DES SCIENCES DE RENNES. 





1. Considérons un tetraedre ABCD et un plan P. Prenons les traces 
des six arêtes du tétraèdre sur le plan P. Nous désignerons chacune de 
ces traces par les deux petites lettres qui correspondent à celles de 
l’arête. Les six points ainsi obtenus sont les six sommets d’un quadri- 
latère complet (fig. 1). On voit facilement que, réciproquement, tout 
quadrilatère complet peut s’obtenir ainsi. 





Cela posé, par deux points R et S du plan P et par les quatre points 
A, B,C, D, faisons passer une cubique. Du point A projetons la cubique 
sur le plan P. Elle se projette suivant une conique circonscrite au 
triangle ab ac ad et passant par R et S. On pourra de même projeter la 
cubique des points B, C et D sur le plan P. On obtient ainsi quatre co- 
_niques passant par R et S et circonscrites aux quatre triangles du qua- 

drilatère complet. Il est clair que toutes ces coniques passent par le 
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troisième point d’intersection de la cubique avec le plan. D’oü le theo- 
reme suivant, qui est bien connu : 


Les quatre coniques, circonscrites aux quatre triangles d'un quadrilatere 
complet et passant par deux points arbitraires, ont un troisième point 
commun. 


2. Prenons maintenant cing points quelconques A, B, C, D, E et un 
plan P. Considérons toutes les droites qui joignent ces cing points deux 
a deux, puis marquons leurs traces sur le plan P. Les dix points ainsi 
obtenus donnent une figure composée de deux triangles homologiques, 
de leur centre et de leur axe d’homologie (ig. 2). 





Dans cette figure, on peut trouver cing quadrilateres : 


1° abacadae:; 
29 ab be bd be; 
3° ac be cd ce: 
4? ad bd cd de: 
5° ae be ce de. 


On voit facilement que toute figure analogue peut s’obtenir par cette 
méthode. 

Cela posé, par les cing points A, B, C, D, E et un point arbitraire R 
du plan P, faisons passer une cubique; puis projetons successivement 
cette cubique des points A, B, C, D, E sur le plan P. On obtient ainsi 
cinq coniques passant par R et circonscrites aux cing quadrilatères. 
Toutes ces coniques passent évidemment par les deux autres points 


aoe ~ 
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d’intersection de la cubique avec le plan, ce qui donnerait un nouveau 
théorème relatif à la fg. 2. | 

Par cette méthode, à chaque point R du plan P on fait correspondre 
deux points Set T du mème plan; à un autre point R correspondront 
de même deux autres points S’ et T’. Nous allons démontrer que les 
six points R, S, T; R’, S’, T’ sont situés sur une même conique. En 
effet, par les neuf points A, B, C, D, E, S, T, S’, T’, on peut faire passer 
une surface du second ordre. Cette surface contient sept points de la 
cubique A, B, C, D, E, R, S, T; elle la contient entièrement et, par 
suite, passe par le point R. On voit de mème qu’elle passe par R’, ce 
qui démontre le théorème énoncé. 


3. On pourrait maintenant prendre six points A, B, C, D,E, F, puis 
marquer les traces des droites qui les joignent deux à deux sur le plan P. 
Les quinze points ainsi obtenus donnent une figure composée de trois 
triangles homologiques deux à deux, des trois points de rencontre de 
leur côtés et de leurs trois centres d’homologie (fig. 3). 





Dans cette figure se trouvent six pentagones : 


1° ab ac ad ae af; 
2° ab be bd be bf; 
3° ac be cd ce cf; 
4° ad bd cd de df; 
2 ae be ce de ef; 


6 af bf cf df ef. 
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Cela posé, par les six points A. B, C, D, E, F faisons passer une cu- 
bique; puis projetons successivement cette cubique des points A, B, 
C, D, E, F sur le plan P. On obtiendra ainsi six coniques circonscrites 
respectivement aux six pentagones de la fig. 3. Il est clair que toutes 
ces coniques passent par les trois points d’intersection de la cubique 


avec le plan P. 


APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE 


AUX 


PHÉNOMÈNES THERMO-ÉLECTRIQUES 


ET 


PYRO-ÉLECTRIQUES, 
Par P. DUHEM. 





DEUXIEME PARTIE. 
PHENOMENES PYRO-ELECTRIQUES (!). 


I. — Historique. 


Vers la fin du xvn° siècle, les Hollandais rapporterent de Ceylan une 
pierre curieuse que les indigènes nommaient tournamal, c’est-à-dire 
tire-cendres, à cause de la propriété qu’elle possède d'attirer les cendres 
lorsqu'on la jette dans le feu. C’est la pierre qui est connue aujour- 
d’hui en Mineralogie sous le nom de tourmaline. 

Lémery en donna la premiere description en 1717. En 1756, 
OEpinus montra que les propriétés de la tourmaline sont dues à un 
développement d’electricite, et que les deux extrémités d’un cristal 
échauffé sont toujours électrisées en sens contraire, l'une positive- 
ment, l’autre négativement. Bergmann montra plus tard que les élec- 
tricités de signe contraire qui se dégagent aux deux extrémités d’une 
tourmaline chauffée sont toujours égales en quantité. 

En 1759, Canton (7) fit observation que l’electrisation d’une tour- 


ee eee 


(1) Yoir première Partie : Phénomènes thermo-électriques (Annales de l’Ecole Normale 
supericure, 3° séric, t. Il, p. 405. 
(2) Philosophical Transactions, vol. LI, p. 403. 
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maline n’est pas due à la température même, mais à ses variations. 
Un cristal de tourmaline étant porté à une température déterminée et 
ramené à l’état neutre demeurera à l'état neutre tant que la tempéra- 
ture ne subira aucune variation; mais il s’électrisera immédiatement 
si la température vient à changer, et les effets d’électrisation obtenus 
seront de sens contraire selon que l’on échauffe le cristal ou qu’on le 
laisse refroidir. Cette observation est capitale; c’est peut-être la plus 
importante qui ait été faite dans cet ordre de phénomènes dont elle 
marque le caractère particulier. 

Gaugain (') a étudié avec le plus grand soin le dégagement d’élec- 
tricité auquel donne lieu la tourmaline lorsqu’elle s’échauffe ou se re- 
froidit. 11 est arrivé à des conclusions très précises que nous allons 
rappeler brièvement : 

1° On peut charger un condensateur lorsque l’on met les deux 
pôles d’une tourmaline qui s’échauffe ou se refroidit en communica- 
tion avec les deux plateaux du condensateur. 

2° La quantité d'électricité que peut développer une batterie de 
tourmalines accouplées par leurs pôles de même nom est égale à la 
somme des quantités que fourniraient les éléments séparés. 

3° Une pile de tourmalines superposées développe exactement la 
même quantité d'électricité que l’un quelconque des éléments qui 
servent à la former. 

4° La quantité d'électricité développée par un prisme de tourma- 
line est proportionnelle à sa section et indépendante de sa longueur. 

5° La vitesse du développement électrique (c’est-à-dire la quantité 
d'électricité qui se produirait pendant l'unité de temps si la produc- 
tion se maintenait telle qu'elle est à un instant donné) est propor- 
tionnelle à la vitesse du refroidissement qui appartient au même 
instant. 

Donc la quantité d'électricité que développe une tourmaline lorsque 
la température s’abaisse d’un nombre de degrés déterminés est inde- 
pendante du temps que le refroidissement met à s’opérer. 
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(1) Gaveatn, Comptes rendus, t. XLII, p. 1264 (1856); t. XLII, p. 916 et 1122 (1856); 
t. XLIV, p. 628 (1857). — Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LVII, p. 5 


(1859). 
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6° La quantité d'électricité que produit une tourmaline, lorsque sa 
température s'élève d’un nombre donné de degrés, est précisément la 
même que celle qui résulterait d’un abaissement de température 
égal. 

Dans toutes les expériences de Gaugain, on voit une tourmaline 
qui s’echauffe ou se refroidit se comporter comme une pile d’une 
grande force électromotrice, maïs en même temps d’une grande ré- 
sistance; cette analogie est complétée par les expériences de M. E. 
du Bois-Reymond ('), qui a obtenu un courant sensible en plaçant 
une lame de tourmaline chaude entre deux lames de platine réunies 
par un fil métallique. | 

Les phénomènes pyro-électriques ne sont pas particuliers à la 
tourmaline; on les a observés aussi sur un grand nombre de cristaux, 
mais à un degré moins élevé. Canton avait déjà reconnu les mêmes 
propriétés dans la topaze et Pémeraude du Brésil; Brard, dans l’axi- 
nite; Haüy dans la boracite, le mésotype, l’oxyde de zinc, la preh- 
nite, le sphene; Brewster, dans beaucoup d’autres minéraux naturels, 
tels que le spath calcaire, le béryl, le spath fluor, le quartz, et dans 
plusieurs cristaux artificiels, parmi lesquels le tartrate double de po- 
tasse et de soude et l’acide tartrique. 

Toutes ces recherches ont conduit 4 une importante corrélation 
entre la forme cristalline et les phénomènes pyro-électriques. Haüy (?) 
a remarqué, le premier, que les substances cristallisées qui possèdent 
les propriétés pyro-électriques, telles que la tourmaline et la boracite, 
dérogent à la loi de symétrie et sont frappées d’hémiédrie. Cette ob- 
servation a été ensuite confirmée et généralisée en particulier par les 
nombreuses expériences de Riess et Rose (*). On peut regarder au- 
jourd’hui la pyro-électricité comme intimement liée à l’hémiédrie à 
faces inclinées ou hemimorphisme. Lorsqu'on échauffe le cristal, les 
extrémités de l’axe d’hemimorphisme prennent des électricités con- 
traires; l'axe d’hémimorphisme est dit axe de pyro-electricüe. 





5. 


(1) V. Riess, Reibungselektricität, vol. Il, p. 4 
54. — Annales de Chimie ct de Physique, 


(?) Haty, Traite de Mineralogie, t. Ul, p. 
1™ série, t. IX, p. 59. 
(3) Archives d’electricite, t. Ul, p. 585. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome III. — Aout 1886. 34 
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En 1866, M. Hankel (') publia une longue série de recherches sur 
la pyro-électricité des cristaux. Ces recherches conduisaient à cette 
conséquence que l’axe de pyro-électricité est une droite déterminée 
de direction et de position, tandis qu’en cristallographie toutes les 
droites sont déterminées seulement en direction. 

MM. Friedel et J. Curie (?) montrèrent que les phénomènes singu- 
liers observés par M. Hankel devaient s’expliquer par un échauffe- 
ment irrégulier des cristaux étudiés qui, en altérant la symétrie de 
structure de ces cristaux, les douait d’une pyro-électricité accidentelle. 

MM. Friedel et J. Curie poussèrent plus loin ces recherches; ils 
montrèrent que la pyro-électricité accidentelle était extrêmement 
fréquente, qu’elle était la cause véritable d’une foule de phénomènes 
attribués à la pyro-électricité normale. Partant de ce principe, auquel 
MM. P. et J. Curie avaient été conduits par des expériences dont nous 
parlerons plus loin, qu’une lame cristalline développe une quantité 
d'électricité proportionnelle à la dilatation de la substance dans la di- 
rection normale à la lame et au cosinus de l’angle que cette direction 
fait avec l'axe d’hémiédrie, ils n’hésiterent pas à déclarer que la pyro- 
électricité du quartz et des substances cubiques, telles que la blende et 
le chlorate de sodium, qui présentent l’hémiédrie tétraédrique ou la 
létartoédrie, était purement accidentelle et due à un échauffement 
irrégulier. En effet, l’expérience montra que ces substances ne don- 
nalent aucun signe de pyro-électricité lorsqu'on les echauflait régu- 
lierement (*). L'étude de la pyro-électricité de la boracite donna aux 
vues de MM. Friedel et J. Curie une nouvelle confirmation. 

Les idées de MM. Friedel et J. Curie ont été exposées par M. Mal- 
lard dans son Traité de Cristallographie ('). M. Mallard en a déduit la 
condition nécessaire et suffisante pour qu’un cristal jouisse de la 
pyro-électricité normale : le cristal ne doit pas avoir de centre et ne 
doit présenter qu’un seul axe de symétrie. 
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(1) VII Abhandlung des VIII" Bandes der .{bhandlungen der Mathematisch-physischen 


Classe der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften. Leipzig ; 1866. — Voir- 


aussi : G. WIEDEMANN, Die Lehre von der Elektricität, II Band, p. 320. 

(?) FriEnEL ct Corte, Bulletin de la Societé mineralogique, vol. V, p. 282; 1882. 

(3) Cu. FRIEDEL ot J. Curie, Bulletin de la Socicté mincralogique de France, t. V. 
p. 282 (1882); t. VI, p. 191 (1883). 

(*) MarLannd, Traité de Cristallographie, vol. Il, p. 571. 
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Nous avons indiqué l’idée qui avait amené MM. Friedel et J. Curie 
à distinguer la pyro-électricité naturelle et la pyro-électricité artifi- 
cielle. Cette idée avait été émise par MM. P. et J. Curie comme con- 
clusion de leurs expériences sur la Prézo-electricité. 

MM. P. et J. Curie (*) ont observé qu’en comprimant une lame de 
tourmaline dans le sens de l’axe ternaire, les faces normales à cet axe 
se chargent d'électricité de noms contraires. Lorsqu'on detend la 
lame après l’avoir ramenée à l’état neutre, on observe un nouveau dé- 
gagement d'électricité, mais en sens contraire du précédent. 

« Pour tous les cristaux, les effets produits par compression, 
disaient MM. Curie, sont de même sens que ceux produits par le re- 
froidissement; ceux dus à une décompression sont de même sens que 
ceux dus à un échauffement. 

» Tly a là une relation évidente qui permet, dans les deux cas, de 
rapporter les phénomènes à une cause unique et de les réunir dans 
l'énoncé suivant : 

» Quelle que soit la cause déterminante, toutes les fois qu'un cristal 
hemiedre à faces inclinees, non conducteur, se contracte, il y a formation 
de pôles électriques dans un certain sens; toutes les fois que ce cristal se 
dilate, le dégagement d'électricité a lieu en sens contraire. 

» Si cette manière de voir est exacte, les effets dus à la compression 
doivent être de même sens que ceux dus à l’échauffement dans une 
substance possédant, suivant l’axe d'hémiédrie, un coefficient de dila- 
tation négatif. » 

MM. P. et J. Curie montrerent ensuite () que les phénomènes 
piézo-électriques présentés par la tourmaline obéissent aux lois sui- 
vantes : 

I. Les deux extrémités d’une tourmaline dégagent des quantités 
d'électricité égales entre elles, mais différentes de signe. 

If. La quantité d'électricité mise en liberté par une certaine aug- 
mentation de pression est égale à celle que produit une égale diminu- 
tion de pression, mais de signe contraire. 

III. Cette quantité est proportionnelle à la variation de pression. 

IV. Elle est indépendante de la longueur de la tourmaline. 
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(') P. et J. CURIE, Comptes rendus, t. XCI, p. 294; 1880. 
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V. Pour une mème variation de pression par unité de surface, elle 
est proportionnelle à la surface. 

MM. P. et J. Curie (‘) ont étudié également les phénomènes piézo- 
électriques du quartz. Nous n’insisterons pas ici sur leurs expériences, 
nous réservant d’y revenir lorsque nous en ferons la théorie. Nous 
nous contenterons également d’indiquer les recherches plus récentes 
de M. Rontgen (*) sur le même sujet. 

M. Lippmann (*) a montré que, en vertu du premier principe de la 
Théorie mécanique de la chaleur, les phénomènes découverts par 
MM. Curie entrainaient la conséquence suivante : lorsqu'on charge 
d’électricités contraires les deux extrémités d’un cristal hémièdre, ce 
cristal subit une déformation inverse de celle qui déterminerait à sa 
surface une charge électrique identique à celle qu'on lui a commu- 
niquée. 

Peu de temps apres, MM. P et J. Curie (') verifiaient l'exactitude 
de cette proposition. Les déformations électriques subies par un cristal 
étaient manifestées dans leurs expériences par les phénomènes de 
piézo-électricité qu’elles déterminaient dans un autre cristal. 

Plus récemment, M. Rontgen (*) et M. Kundt (°) ont vérifié les 
déformations électriques du quartz en faisant usage des phénomènes 
de double réfraction. 

Nous venons d’esquisser rapidement l'exposé de nos connaissances 
touchant les phénomènes pyro-électriques. Cet exposé, tout in- 
complet qu'il est, montre que ces phénomènes forment aujourd'hui 
un groupe curieux et important dans l’ensemble des faits qu’embrasse 
la science de l'Électricité. Existe-t-il une théorie permettant de relier 
tous ces faits entre eux? Jusqu'ici, la Physique ne possède à cet égard 
que quelques aperçus dus à Gaugain et à Sir W. Thomson. 








(1) P. et J. Curie, Comptes rendus, \. XCI, p. 383 (1880); t. XCII, p. 350 (1881) 
t. NCIIT, p. 204 (1881). 

(2) RoNTGEX, Ber. der Oberrh. Gesellschaft für Natur- und Heilkunde, SU (Wiede- 
mann’s .{nnalcr der Physik und Chemie, t. XVII, p. 213 et 534; 1883). 

(3) G. Lippmann, Annales de Chimie et de Physique, 5° serie, t, XXIV, p. 145; 1881. 
(+) P. ot J. Cunte, Comptes rendus, t. XCIH, p. 1137 (1881); t. XCV, p. 914 (1882). 
(5) RoNTGEN, /Wiedemann’s Annalen der Physik und Chemie, t. XVII, p. 213 ot 534; 

1883. 


(*) Kuxnr, Wiedemann’s Annalen der Physik und Chemie, t. XVII, p. 228; 1883. 
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Gaugain avait cherché dans les phénomènes thermo-électriques des 
faits analogues à ceux que l’on attribue à la pyro-électricité. Les 
idées qu'il avait émises et les expériences qu'il avait instituées sont 
exposées dans tous les Traités de Physique; néanmoins les idées de 
Gaugain paraissent aujourd'hui abandonnées. 

D'après Sir W. Thomson ('), une tourmaline est toujours, même. 
lorsque tous ses points sont à une même température constante, dans un 
état de polarisation électrique équivalent à deux couches d'électricité 
de signe contraire, réparties sur les deux extrémités. Si elle semble à 
l'état neutre lorsque sa température ne varie pas, c’est que le milieu 
prend, au bout d’un certain temps, une électrisation inverse, qui neu- 
tralise pour tout corps extérieur l’action de la tourmaline. Lorsque la 
température de la tourmaline varie, cet équilibre est rompu, et l’élec- 
trisation devient apparente. 

Cette explication de Sir W. Thomson fait intervenir une neutralisa- 
tion, due à l’électrisation du milieu, qui ne présente d’analogie avec 
aucun autre phénomène électrique (7). 

Dans ce qui va suivre, nous tenterons d'établir, au moyen des prin- 
cipes fondamentaux de la Thermodynamique, une théorie qui relie 
ensemble les principaux phénomènes pyro-électriques et piézo-élec- 
triques. 


II. — Nécessité d'admettre la structure réticulaire des corps. 


Imaginons une lame cristalline à faces parallèles; sapposons les 
dimensions de ces faces assez grandes par rapport à l'épaisseur de la 
plaque pour que nous puissions ne tenir aucun comple des phéno- 
mènes qui se produisent sur les bords de la plaque. Si tous les points 





(1) Sin W. THomsoN, Philosophical Magazine, 5° série, t. V, p. 24; 1878. — Cyclo- 
pædia of the Physical Sciences, 2° édition; 1860.— Beiblatter zu den Annalen der Physik 
und Chemie, t. II, p. 76. 

(?) Dans un Mémoire publié postérieurement à la rédaction de notre travail (Wzedemann’s 
Annalen der Physik und Chemie, t. XXVIII, p. 43, avril 1886), M. Riecke a développé la 
théorie de Sir W. Thomson. Nous nous proposons d'examiner cette théorie, dans un travail 
ultérieur, plus complètement que nous n’avons pu le faire ici et de montrer qu’elle ne suffit 
pas à expliquer les phénomènes pyro-électriques. 
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de la plaque ne sont pas à la même température, nous supposerons 
que les surfaces isothermes soient des plans parallèles aux faces de la 
plaque. Les deux faces de la plaque seront supposées à une même 
température; cette température sera moindre que celle des parties in- 
ternes de la plaque, si la plaque est soumise à un refroidissement: 
elle leur sera supérieure si la plaque est soumise à un réchauffement. 

Les choses étant dans cet état, il s’agit d'expliquer comment les 
deux faces de la lame, supposées identiques, peuvent présenter une 
différence de niveau potentiel, ainsi qu'il résulte de l'expérience de 
Gaugain, et comment ces deux faces, mises en communication l’une 
avec l’autre par un fil métallique, donnent naissance à un courant, 
ainsi qu’il résulte de l'expérience de M. E. du Bois-Reymond. 

Soient M et M’ deux points pris sur les deux faces de la lame; soient 
V et V’ les niveaux potentiels en ces deux points, où la nature de la 
substance est supposée la même; posons 


(1) e(V—V') =¢. 


D’après le § II de la première Partie de ce Mémoire ('), nous savons 
que, si l’on réunit les deux faces de la lame par un fil métallique dont 
tous les points sont à la même température, le circuit fermé sera le 
siège d’un courant permanent; la force électromotrice qui tend à 
faire passer ce courant du point M au point M’ au travers de la lame 
cristalline a pour valeur €. L’explication du courant observé par 
M. E. du Bois-Reymond est ramenée à l'explication de la différence de 
niveau potentiel entre les deux extrémités d’une tourmaline chauffée. 

Or, des principes posés relativement à la valeur de © dans le § III 
de la première Partie, il résulte : 

r° Que € est identiquement nul, quelle que soit la constitution de 
la plaque, si tous les points de cette plaque sont à la même tempéra- 
ture; 

2° Que ¢ est identiquement nul, quelle que soit la distribution des 
températures dans la plaque, si cette dernière est formée d’un milieu 
homogène. 

De la première proposition, il faut conclure que les phénomènes 
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(1) Annales de l’École Normale supérieure, 3° série, t. Il, p. 411. 





PHÉNOMÈNES PYRO-ELECTRIQUES. 271 


pyro-électriques ne peuvent se manifester que lorsque la plaque se 
réchauffe ou se refroidit. 

De la seconde, il faut conclure que les phénomènes pyro-électriques 
demeurent inexplicables si l’on se représente la matière qui constitue 
les substances pyro-électriques comme formée par un milieu homo- 
gène. 

Cette conclusion paraîtra peut-être inattendue; toutefois, si l’on re- 
marque que les phénomènes pyro-électriques sont intimement liés à la 
forme cristalline, il semblera naturel que l'hypothèse de l’absolue ho- 
mogénéité de la matière masque la raison d’être des phénomènes pyro- 
électriques comme elle masque la raison d’être de la forme cristal- 
line. 

Bravais a montré que l’on était conduit fort simplement aux lois de 
la cristallographie si l'on admettait que la matière possède une struc- 
ture périodiquement variable à laquelle il a donné le nom de structure 
réticulaire; on est porté à se demander si l'hypothèse de la structure 
réticulaire des corps ne conduirait pas aussi à l'explication des pheno- 
menes pyro-électriques. C’est à cette question que nous chercherons à 
donner une réponse dans ce qui va suivre. 

Nous n’exposerons pas ici les propriétés bien connues des systèmes 
réticulaires. Nous ne ferons aucune restriction sur la manière dont 
varie la constitution de la matière à l'intérieur de l’une des mailles du 
réseau; cette constitution pourra varier d’une manière continue ou 
discontinue. 

II. — Surface de pyro-électricité. 


A l'intérieur d’un solide, dont nous admettons la constitution réti- 
culaire, traçons un plan que nous supposerons tout d’abord être un 
plan réticulaire. Comme il suffit de changer infiniment peu l’orienta- 
tion d'un plan quelconque pour le faire coincider avec un plan réticu- 
laire, nous nous contenterons, dans ce qui va suivre, d'étudier des 
plans réticulaires; nous étendrons ensuite, par voie de continuité, à 
tous les plans possibles, les résultats que nous aurons obtenus. 

Les nœuds du réseau forment sur le plan que nous considérons des 
sommets de mailles parallelogrammes. Le rapport d’un côté de la 
maille à la plus courte distance qui puisse exister entre deux nœuds 
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pris à l’intérieur du solide peut être considérable. Mais, comme la plus 
courte distance qui puisse exister entre deux nœuds est assurément 
une grandeur d’une extrême petitesse, nous admettrons que les côtés 
de la maille dont nous parlons sont encore très petits par rapport aux 
longueurs que l’on peut mesurer dans les expériences qui nous oc- 
cupent. | 

Soit ABCD (fig. 1) une maille du plan réticulaire que nous con- 
sidérons. Dans ce même plan, traçons un autre parallélogramme 
A’B’C’D’ égal au premier et semblablement placé. Il est très facile de 
voir, d’après la périodicité que présente la structure du solide, que 
tout point pris à l’intérieur du parallélogramme A’B'C'D’ est homo- 
logue d’un point pris à l’intérieur du parallélogramme ABCD. 


Fig. 1. 





Supposons que tous les points du plan que nous considérons soient 
à la même température. Concevons qu’une charge électrique q, d'abord 
uniformément distribuée sur le parallélogramme ABCD se déplace 
dans le plan considéré de manière à venir se distribuer uniformément à 
la surface du parallélogramme A’B’C’D’. Il est aisé de voir que, dans 
ces conditions, la modification dont nous venons de parler ne produit 
aucun travail compensé. En effet, le transport électrique s'étant ef- 
fectué par l’intermédiaire de points qui sont tous à la même tempéra- 
ture, le travail compensé dépend uniquement de l’état initial et de 
l’état final du systeme, et nullement de la manière dont s’est effectué 
le changement d’état. Il est donc le même que si chacune des charges 
électriques avait passé du point où elle se trouvait à l'intérieur du 
parallélogramme ABCD au point homologue A’B’C’D’. Mais, d’après 
les principes posés dans la premiere Partie, lorsqu'une charge élec- 
trique passe, par l'intermédiaire de points qui sont tous à la même 
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température, d’un pointa un autre point ayant la méme nature que le 
premier, elle ne produit aucun travail compensé. La proposition que 
nous avons énoncée peut donc être regardée comme démontrée. 
Concevons maintenant un second plan réticulaire parallèle au pré- 
cédent. Les nœuds du réseau dessinent sur ce nouveau plan les som- 
mets de parallélogrammes égaux au parallélogramme ABCD et sem- 
blablement placés. Soit abcd un de ces parallélogrammes (fig, 2). 


Fig. 2. 








Supposons en premier lieu que les deux plans considérés et l’espace 
qu'ils comprennent entre eux présentent la même température en tous 
leurs points. Supposons qu'une charge électrique soit tout d’abord dis- 
tribuée uniformément sur le parallélogramme ABCD, puis que toutes 
les particules qui composent cette charge soient déplacées parallèle- 
ment à une certaine direction Aa’ jusqu’à la rencontre du nouveau plan 
réticulaire. La charge viendra alors se distribuer uniformément sur un 
parallélogramme a’b'c'd' égal au parallélogramme abcd et sembla- 
blement placé. Il est aisé de voir que cette nouvelle modification n’en- 
traine encore aucun travail compensé ; cn effet, puisque aucune diffé- 
rence de température n'entre en considération, il est permis, pour 
évaluer le travail compensé, de remplacer la modification par deux 
autres modifications conduisant le système du même état initial au 
même état final : c'est ce que nous ferons de la manière suivante. Nous 
supposerons que les diverses particules électriques se soient, en pre- 
mier lieu, déplacées parallèlement à la direction Aa ; ce déplacement 
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a amené chacune d’elles du point qu’elle occupait à la surface du pa- 
rallélogramme ABCD au point homologue du parallélogramme abcd ; 
cette première modification n'a produit aucun travail compensé ; nous 
supposerons ensuite que la charge électrique ainsi répartie sur le pa- 
rallélogramme abcd vicnne, en se déplaçant dans le plan de ce paral- 
lélogramme, se distribuer sur le parallélogramme a’b’c'd'; d’après 
ce que nous avons démontré tout à l'heure, cette seconde modification 
ne produit encore aucun travail compensé. La modification qui résulte 
de ces deux-là ne produit donc pas davantage de travail compensé. 

Examinons maintenant ce qui advient lorsque la température n’est 
plus la même aux divers points du corps. 

_ Nous supposerons que chacun des deux plans réticulaires ait la même 

température en tous ses points, mais que la température ne soit pas 
la même sur les deux plans. Nous supposerons en outre ces deux 
plans extrêmement rapprochés, en sorte que la température ne variera 
que très peu de l’un à l’autre. Le corps étant placé dans une position 
bien déterminée et les deux plans étant supposés de front, comme 
dans la fig. 2, nous supposerons enfin, pour fixer les idées, que le 
plan le plus chaud soit à droite du plan le plus froid; nous désigne- 
rons par ÔT l’exces tres petit de la température du premier sur la tem- 
pérature du second. 

Cela étant, supposons que la charge g, distribuée uniformément sur 
le parallélogramme ABCD, tracé à la surface du plan le plus froid, se 
porte sur le parallélogramme a’b’c’d’, comme nous l'avons supposé 
tout à l'heure; évaluons le travail compensé engendré dans cette modi- 
fication. 

Les points traversés par les charges électriques en mouvement ayant 
des températures extrémement peu différentes les unes des autres, on 
peut encore, pour calculer le travail compensé, décomposer la modifi- 
cation en deux autres qui aient pour effet d'amener le système du même 
état initial au même état final. Adoptons le même mode de décompo- 
sition que dans le cas précédent. La deuxième modification n’entrainera 
aucun travail compensé ; le travail compensé que nous voulons calculer 
se réduira donc au travail compensé que produit la charge g, d’abord 
uniformément distribuée sur le parallélogramme ABCD, en se transpor- 
tant d’un plan à l'autre parallèlement à la direction Aa; il est par con- 


Dr 
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séquent indépendant de la direction parallèlement à laquelle s’est 
effectué le transport de l'électricité entre les deux plans isothermes. 

Lorsque ÔT = 0, le travail que nous voulons caleuler est, comme 
nous l'avons démontré, égal à zéro; nous pouvons donc le regarder 
comme proportionnel à ÔT. D'ailleurs, il est évidemment proportion- 


nel à g. Si nous designons par w l’aire du parallélogramme ABCD, par 
6 = la densité superficielle de l'électricité lorsque la charge g est 
G) 


répartie uniformément sur ce parallélogramme, le travail compensé ce 
que nous voulons évaluer pourra être représenté par la formule 


(2) 66 = pw OT. 


: Nous allons étudier les propriétés de la quantité ¢. 

Il est d’abord évident que si, sans changer ¢T, nous changions la 
température T du plan le plus froid, p pourrait changer de valeur, en 
sorte que nous devrons regarder p comme une fonction deT. 

Si l’on renversait le sens du mouvement de l'électricité, sans changer 
le sens dans lequel varie la température, il est aisé de voir que 6 
changerait de signe sans changer de valeur absolue. Il suffit, pour le 
démontrer, de faire passer la charge g du parallélogramme ABCD au 
parallélogramme abcd, puis de la faire revenir au premier; le systeme 
n'ayant pas changé, l'entropie aura gardé la même valeur, et, comme 
la modification a été produite dans un espace dont tous les points ont 
des températures extrêmement peu différentes, le travail compensé 
produit doit être nul. On pourra donc, dans la formule précédente, 
regarder p comme indépendant du sens dans lequel on a déplacé l’élec- 
tricité, pourvu qu’on change le signe de 0 quand on renverse le sens 
du déplacement. 

Mais s’il est permis, dans la formule précédente, de changer le signe 
de 9 ou le sens de parcours de l'électricité sans changer la valeur de p, 
il n'est pas permis, sans changer la valeur de p, de changer le signe 
de ÔT, c’est-à-dire le sens dans lequel varie la température. Rien ne de- 
montre que la quantité p garde la même valeur lorsque les températures, au 
leu de croître de la gauche vers la droite, croissent de la droite vers la 


gauche. 


Toutefois, st a structure que le corps présente à l'intérieur d'une maille 
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du réseau présente une symétrie droite ou oblique par rapport à un plan 
parallele aux plans isothermes mené par le centre de la maille, la quantite ¢ 
gardera évidemment la méme valeur lorsque l'on renversera l'ordre de 
variation des températures sans faire varier l'ortentation des plans ıso- 
thermes. 

Ces deux remarques sont, comme nous le verrons dans la suite, le 
fondement de la théorie des phénomènes pyro-électriques. 

L'orientation d’un plan réticulaire isotherme sera définie par la di- 
rection d’une normale à ce plan, menée dans le sens où les températures 
croissent. Nous pourrons dire alors que la quantité p ne garde pas né- 
cessairement la même valeur lorsqu'on remplace l'orientation des plans 
réticulaires isothermes par l'orientation inverse. 

Plus généralement, si l’on remplace un systeme de plans reticulaires 
isothermes par un autre système de plans réticulaires isothermes, en 
d’autres termes si l'on change l'orientation, la quantité p pourra 
changer de valeur. 

Les considérations que nous venons d’exposer supposent qu’à l’inte- 
rieur du solide considéré les surfaces isothermes sont des plans, hypo- 
thèse simple que nous conserverons dans ce qui va suivre ; mais elles 
supposent en outre que ces plans sont des plans réticulaires, restriction 
dontil faut nous affranchir; il suffit pour cela de donner aux énoncés 
précédents une forme telle qu’on puisse les étendre par voie de conti- 
nuité aux plans non réticulaires. 

Envisageons à la surface d’un plan réticulaire un ensemble de mailles 
ayant une aire totale 2; prenons le contour de cette aire pour direc- 
trice d'un cylindre, droit ou oblique, dirigé, par exemple, vers les 
parties du corps où la température est plus élevée ; limitons ce cylindre 
par un deuxième plan réticulaire parallèle au premier; supposons que 
du premier plan au second la température aille sans cesse au crois- 
sant. 

Supposons qu'une charge électrique distribuée avec la densité 0 sur 
la surface Q se transporte, parallèlement aux génératrices du cylindre, 
jusqu’à la deuxième base de ce cylindre. Le travail compensé effectué 
est égal, d'après ce qui précède, à 
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Il n’y a plus alors aucune difficulté à étendre cette expression au cas 
où les surfaces isothermes sont des plans quelconques. 

Sur un plan isotherme traçons une surface finie d'aire Q. Soit T, la 
température du plan isotherme en question. Prenons le contour de la 
surface Q pour directrice d'un cylindre droit ou oblique. Limitons ce 
cylindre par un deuxième plan isotherme de température T. Supposons 
qu’une charge électrique répandue uniformément avec une densité 4 
sur la surface Q se transporte, parallèlement aux génératrices du cy-. 
lindre, jusqu'à la seconde base du cylindre. Le travail compensé effectué 
aura pour valeur 
(3) ET, [ paT, 

| Jy. 
p étant une quantité qui dépend dela température T et de l’orientation 
des plans isothermes. 

Cette proposition est le fondement de la théorie que nous allons ex- 
poser; son énoncé ne porte plus aucune trace de l'hypothèse sur la 
constitution des corps cristallisés dont nous sommes partis pour l’éta- 
blir. Il devait en être ainsi; les équations sur lesquelles repose une 
théorie ne doivent pas dépendre des images toujours imparfaites que 
nous nous faisons de la constitution des corps; mais ces représentations 
peuvent être d’un grand secours dans la découverte de semblables 
équations. Sans l'introduction des réseaux et en conservant lhypo- 
thèse de la complète homogénéité des solides, il serait impossible de 
comprendre comment p dépend de l'orientation des plans isothermes. 

La direction qui définit l’orientation d’un plan isotherme est déter- 
minée lorsqu'on donne les cosinus «, B, y des angles que cette direc- 
lion fait avec trois axes de coordonnées rectangulaires. Pour une tem- 
perature déterminée, p varie lorsqu’on fait varier les paramètres a, B, +, 
qui définissent l’orientation des plans isothermes. On peut donner de 
cette variation une représentation dont nous ferons par la suite un fré- 
quent usage. Sur la droite qui définit l'orientation du plan isotherme, 
portons une longueur égale à la valeur correspondante de p, dans le 
sens de la droite ou en sens contraire, suivant que p est positif ou né- 
gatif. L’extrémité M du rayon vecteur ainsi défini décrit une certaine 
surface, car ses coordonnées x, y, s sont des fonctions de a, ß, y. 
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Nous donnerons à cette surface le nom de surface de pyro-électricité. 
Nous verrons en effet que l’étude de tous les phénomènes de pyro-élec- 
tricité se ramène à la considération de cette surface. 

I! semble impossible de fixer a priort la forme de la relation qui lie 
xv, Y, 3 à &, B, y. Mais nous pouvons, comme première approximation, 
admettre que x, v, 5 sont des fonctions linéaires de «, 6, y; nous ver- 


rons dans la suite que les conséquences que l’on peut déduire de cette 
hypothèse sont d’accord avec l'expérience. 
Admettons donc que l’on ait 


æ=z+aa +bB +cy, 
y=ytada+b'3-+cy, 
sau, +a'a+b"B-+c'y, 
les quantités 


étant indépendantes de l'orientation des plans isothermes. 
Posons 


a be 
D=/a' dv c!' |, 
a" b" c 
a = D'c"—c'b”, u —c'a"— a'c”, © =ab"— ba’, 
= b’c — c'b, wb’ = c"a — ac, C' — a"b — b'a, 
eb.” — bc! — cb’, Vds” = ca’ — ac, e’=zab' — ba'. 


Nous aurons 
| a = DRE — 20) + AY — J) + A "(3 — 3,)], 
B — ne — ry) + VW (3 — yo) + W'(z — 2%)], 
y= „letz — Io) + L'( — 70) + L'(5 — %)]. 


Mais, d'autre part, puisque les axes sont rectangulaires, 


++ y?= 1, 


19 
ns] 
So) 
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On a done 
Lab (TZ — ro) + he’ (¥ — 70) + eb" (5 — 3,)}?, 
4- [Br nn) + vb! (¥ rn) + "(3 — 40)]?, 


+ [SO (en) + E'(y — yy) + S"(3 — %)]?-- D?— 0. 


Cette équation nous apprend que, dans l'hypothèse où nous nous 
sommes placés, la surface de pyro-électricité est un ellipsoide qui a 
pour centre le point de coordonnées 


X = Los Y = Yo 3 —= Soe 


Parmi les résultats auxquels nous serons conduits, il en est qui sont 
indépendants de l'hypothèse en vertu de laquelle la surface de pyro- 
électricité a la forme d’un ellipsoide; d’autres sont intimement liés a 
cette hypothèse. Il sera toujours facile de distinguer entre ces deux 
ordres de résultats. 


IV. — Relation entre la force électromotrice et la surface 
de pyro-électricité. 


Considérons une lame cristalline de surface indéfiniment étendue. 
Supposons que cette lame ne présente pas la même temperature en 
tous ses points; les surfaces isothermes sont des plans parallèles aux 
faces de la lame. Nous supposerons, pour fixer les idées, que la lame 
soit soumise a un refroidissement. I! y a alors à l’intérieur de la lame 
une surface isotherme plus chaude que toutes les autres dont nous 
désignerons la température par T,. A partir de ce plan, la température 
va en décroissant jusqu’aux deux faces de la lame où elle prend la 
valeur T,. 

Nous imaginerons chacune des deux faces de la lame recouverte 
par une lame très mince de métal, à la température T,, dont nous sup- 
poserons, pour simplifier, la structure absolument homogène. 

Considérons d’abord une de ces lames métalliques. La température 
étant la même en tous les points de cette lame, eV + © doit avoir la 
même valeur en tous les points de cette lame. Le métal étant supposé 
absolument homogene, © a aussi la même valeur en tous les points de 
la feuille métallique. Le niveau potentiel V a donc la même valeur en 
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tous les points de cette lame. On peut ajouter que la quantité H a aussi 
la même valeur en tous les points de cette lame. 

Les quantités 0, V, H ont aussi la même valeur en tous les points 
de seconde feuille métallique. Les quantités 0 et H ont la même valeur 
en un point quelconque de la seconde feuille qu’en un point quel- 
conque de la première. Au contraire, la fonction potentielle V peut 
n’avoir pas la même valeur en un point de la première et en un point 
de la seconde. C’est par cette différence entre les valeurs de V que se 
manifestent les phénomènes pyro-électriques. 

Considérons un point M pris sur l’une des deux feuilles métalliques, 
la feuille de gauche par exemple, et un point M’ pris sur l'autre 
feuille. Soient V, ©, H les valeurs au point M de la fonction potentielle 
et de deux autres quantités dont la signification nous est connue. 
Soient V’, 0’, H’ les valeurs des mêmes quantités au point M’. Suppo- 
sons qu’une charge dq passe du point M au point M’. Pendant qu’elle 
décrit un élément de chemin dans une région de la lame cristalline 
dont la température est T, l’entropie varie de dS. On a alors [ I"° Partie, 
SI, égalité (4)1 (1) 


aM’ 
[eV+6+H)—(:V+68"+H')]dy=-E [ Tas. 


u” 4 


rg, 


Le second membre est le travail compense produit. Si nous le desi- 
gnons par de, et si nous remarquons, en outre, que 09 = 9’ et que 
H = H’, nous aurons 


(4) e(V — V') dq = dG. 


Tandis que la charge dq traverse l’une ou l’autre des deux feuilles 
métalliques, elle n’effectue aucun travail compensé; au moment où 
elle passe de la première feuille métallique à la lame cristalline, elle 
effectue un certain travail compensé; mais elle effectue un travail com- 
pensé égal et de signe contraire en passant de la lame cristalline à la 
seconde feuille métallique. La quantité dé se réduit donc au travail 
compensé produit en traversant la lame cristalline. 

Tracons sur la premiere feuille métallique une surface d’aire Q; sur 


(1) .{nnales de L'École Normale superieure, 3° serie, t. IT, p. 408. 
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cette surface, distribuons une charge électrique avec une densité uni- 
forme 0. Par un mouvement de translation, faisons passer toutes les 
particules ainsi distribuées sur la première feuille métallique à la sur- 
face de la seconde feuille métallique. Pour chaque particule électrique, 
nous pourrons écrire une égalité semblable à l'égalité (4). En ajoutant 
membre à membre toutes ces égalités, dans lesquelles V et V’ ont des 
valeurs constantes, nous trouverons 


(5) e(V—V')RE—E, 


© étant le travail compensé produit par le transport des particules élec- 
triques au travers de la lame cristalline. La formule (2) va nous donner 
le moyen d'évaluer ce travail. 

Supposons en premier lieu qu’il s’agisse d'une lame cristalline qui 
se refroidit; la température est plus élevée à l’intérieur de la lame qu’à 
sa surface. À l’intérieur de la lame se trouve une température T, plus 
chaude que toutes les autres, et, en particulier, plus élevée que la tem- 
pérature T, des faces de la lame. 

Le travail compensé & peut étre partagé en deux : en premier lieu, 
le travail compensé &, effectué par la charge Q0 lorsqu’elle passe de 
la première face de la lame jusqu’à l’isotherme dont la température 
est T,; en second lieu, le travail compensé &, effectué par la même 
charge lorsqu’elle passe de cet isotherme jusqu’a la seconde face de 
la lame. 

Dans la première partie du trajet, les plans isothermes ont une 
orientation bien déterminée; la quantité p est donc une simple fonc- 
tion de la température, ce que nous mettrons en évidence en l’écrivant 
e(T). De plus, la charge électrique marche dans le sens où les tempé- 
ratures vont en croissant, en sorte que le travail compensé produit a 
pour valeur, d’après l’egalite (3), 


Tı 
e= 09 | p(T)4T. 
To 
Durant la seconde partie du trajet, l’orientation des plans isothermes 
est encore invariable; mais elle est inverse de l’orientation que les 
plans isothermes présentent durant la première partie du trajet. La 
quantité p est donc encore une fonction de la température seule, mais 
Ann. de L’Éc. Normale, 3° Serie. Tome Ill. — Aout 1886. 36 
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une fonction d’une autre forme que p(T); nous la désignerons par 
o’(T). De plus, la charge électrique marche dans le sens où les tempe- 
ratures vont en décroissant. Le travail compensé produit a donc pour 


valeur 
T, 


G=—09 p'(T) aT. 


Te 
On a donc, en resume, 
T 


(6) e=29 | [p(T)—p'(T)4T. 


UT, 


Dans cette formule, p(T) est, d’après ce qui précède, la valeur de p à 
la température T pour une orientation des plans isothermes définie par 
une normale aux faces de la lame menée de la gauche vers la droite; 
2, (T) est la valeur de 9, à la température T, pour l'orientation inverse. 

Supposons, en second lieu, la lame cristalline soumise à un échauf- 
fement; la température T, est alors une température minima; elle est 
inférieure à la température T,. Divisons en deux parties, comme dans 
le cas précédent, le trajet des charges électriques. 

Durant la premiére partie du trajet, les plans isothermes ont une 
orientation invariable, identique avec celle qu'ils présentent durant la 
seconde partie du trajet dans le cas précédent; de plus, la charge élec- 
trique marche dans le sens où les températures décroissent; le travail 
compensé produit durant la première partie du trajet a done pour 
valeur 

Ta 
6, = 6 p'(T) aT. 


T, 


Durant la seconde partie du trajet, on trouve de méme que le travail 
compensé produit a pour valeur 
«To 
s=—-% | p(T)aT. 


T, 


Le travail compensé produit a donc en somme pour valeur 


Te T, 
C= e+e =—20f [p(T)—p(T)]dT= 24 | [p(T)—p'(T)]aT. 
T, Te 
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On retrouve ainsi l’égalité (6). Cette égalité est donc générale et 
donne la valeur de &, que T, soit supérieur ou inférieur à T,. 
Si nous reportons cette valeur de & dans l’égalité (5), nous trouvons 


Ti 
(7) (VW) =f [p(T) p(T) aT 
. “ To 
ou bien, en vertu de l’égalité (1), 
Ti 
(8) €= | [p(T)—p'(T)]4T. 
Jr, 


Telles sont les égalités qui déterminent la différence de niveau poten- 
tiel entre les deux faces de la lame et la force électromotrice du circuit 
obtenu en réunissant ces deux faces par un fil métallique, en fonction 
des rayons vecteurs p(T) et p’(T) de la surface de pyro-électricité. 


V. — Cristaux qui peuvent présenter des phénoménes pyro-électriques. 


Pour qu’une lame cristalline manifeste des phénomènes pyro-élec- 
triques, il faut et il suffit que la quantité 


Ti 
[p(T) — p'(T)] aT 


Te 
ne soit pas égale à zéro. Pour cela, il faut que 
p(T) — p(T) 


ne soit pas identiquement nul, et cette condition est en méme temps 
suffisante; car, si p(T) — p’(T) n’est pas identiquement nul, on pourra 
trouver deux températures T, et T, assez voisines pour que cette diffé- 
rence garde un signe constant lorsque T varie entre T, et T,. Alors l’in- 
tégrale précédente sera certainement différente de zéro. 

Traçons la surface de pyro-électricité relative à la température T. 
Par l’origine, menons une sécante perpendiculaire aux faces de la lame 
cristalline; elle rencontre la surface de pyro-électricité en deux points 
dont les rayons vecteurs sont les valeurs absolues de p(T) et de p’(T). 
Pour que la lame cristalline considérée puisse présenter des phéno- 
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mènes pyro-électriques, il faut et il suffit que ces deux rayons vecteurs 
ne soient pas égaux entre eux. 

Si, pour une substance cristalline déterminée, l’origine des coordon- 
nées n’est pas centre de la surface de pyro-électricité, on pourra mener 
par l’origine des coordonnées une infinité de droites telles que la 
corde interceptée par la surface sur chacune de ces droites n’ait pas 
son milieu à l’origine: on pourra donc d'une infinité de manières 
tailler dans cette substance des lames cristallines à faces parallèles qui 
présenteront des phénomènés pyro-électriques. Par conséquent, pour 
qu’une substance cristalline puisse présenter des phénomènes pyro- 
électriques, il faut et il suffit que la surface de pyro-électricité n'ait 
pas pour centre l’origine des coordonnées. | 

La forme de la surface de pyro-électricité dépend de la structure que 
présente la substance cristalline à l'intérieur d’une maille du réseau. 
Si cette structure présente une symétrie droite ou oblique par rapport 
à un plan passant par le centre de la maille, l’origine des coordonnées 
coupera en deux parties égales la corde de la surface de pyro-électri- 
cité menée par l'origine perpendiculairement à ce plan de symétrie et 
les lames taillées parallèlement à ce plan de symétrie ne présenteront 
aucune pyro-électricité. Si l’on admet que la symétrie de la structure 
interne d’une maille du réseau se révèle par la symétrie de la forme 
cristalline, on voit que si le cristal présente une symétrie droite ou 
oblique par rapport à un plan, les lames parallèles à ce plan ne présen- 
teront aucun phénomène pyro-électrique. 

Si la forme cristalline admet un centre, la surface de pyro-électricité 
admettra pour centre l’origine des coordonnées, et une lame, taillée 
dans la substance d'une manière quelconque, sera dénuée de pyro-élec- 
tricité. Donc les phénomènes pyro-électriques ne peuvent être observés 
que sur des cristaux dénués de centre, c'est-à-dire sur des cristaux qui 
présentent l'hémiédrie à faces inclinées ou la tétartoédrie. 

Mais tous les cristaux hémièdres à faces inclinées ou tous les cristaux 
telartoedres ne manifesteront pas la pyro-électricité. Par exemple, les 
cristaux hémiedres à faces inclinées du système cubique présentent la 
même symétrie que le tétraèdre régulier; ils offrent quatre axes de 
symétrie ternaire; l’ellipsoide de pyro-électricité, qui doit offrir la 
même symétrie, se réduira alors à une sphère ayant son centre à l'ori- 
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gine des coordonnées, ce qui est incompatible avec tout phénomène 
pyro-électrique. Il en est de même dans le cas de la tétartoédrie du 
chlorate de sodium. Il est également facile de voir que, pour le quartz 
plagiedre, l’ellipsoide de pyro- -électricité est un ellipsoide de revolu- 
tion ayant son centre à l’origine des coordonnées, disposition qui est 
encore incompatible avec la pyro-électricité. 

Si l'an admet que la surface de pyro-électricité soit un ellipsoide, 
toutes les fois que la forme cristalline présentera un axe de symétrie, 
l’ellipsoide aura un de ses axes dirigé comme cet axe de symétrie et 
passant à l'origine des coordonnées. Si la forme cristalline présente 
deux axes de symétrie distincts, deux axes de l’ellipsoide passeront à 
l’origine des coordonnées qui sera par conséquent au centre de l'ellip- 
soide. On arrive ainsi à la proposition énoncée par M. Mallard : 


Pour qu'un cristal puisse présenter des phénomènes pyro-eleciriques, il 
faut qu'il soit denue de centre et qu'il présente au plus un axe de symétrie. 


Cette règle est d’accord avec les observations de MM. Friedel et 
J. Curie. 

La proposition que nous venons d'établir n’est applicable que dans 
les conditions où la structure interne de chaque maille du réseau pré- 
sente la même symétrie que la forme cristalline; si, par des pressions 
ou des dilatations, on détruit la symétrie que présente la structure de 
la substance, on pourra, avec certains cristaux qui ne sont pas natu- 
rellement pyro-électriques, obtenir une pyro-électricité accidentelle. 
Nous reviendrons sur ce sujet en étudiant les phénomènes piézo-élec- 
triques. 


VI. — Lois fondamentales des phénomènes pyro-électriques. 


Revenons aux formules fondamentales 


Ti 


(7) e(V—V')=f [pM)-p(MIaT, 


(8) 


Cs 


=f [e(T)—p'(T)J aT. 


To 


Ces formules sont applicables aussi bien au cas où la temperature T, 
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est supérieure à la température T, des deux faces qu'au cas où la tem- 
perature T, est inférieure à la température T,. 

Supposons tout d’abord la lame soumise à un refroidissement. Les 
deux faces sont à une température 9; lorsqu'on pénètre à l’intérieur de 
la lame, les températures vont en croissant de part et d'autre, jusqu à 
une valeur maxima 6”, € a alors une valeur €, déterminée par l'égalité 


, 
=f [o(T)—p(Mlar. 
a] 


Supposons ensuite la lame soumise 4 un réchauflement. Les deux 
faces sont a la température 0’; lorsqu’on pénètre à l’intérieur, les tem- 
pératures décroissent jusqu’à une valeur minima égale à 9; € a alors 
une valeur €, déterminée par l'égalité | 

,9 
&=f [e(T)—0'(T)]4àT. 


e’ 


De ces deux égalités on déduit 


La méme lame a donc des forces électromotrices de signe contraire, 
selon qu’elle s’echauffe ou se refroidit. Cette inversion dans la force 
électromotrice est évidemment le trait caractéristique des phénomènes 
pyro-électriques. 

Pour pousser plus loin l’analyse des phénomènes pyro-électriques, 
nous supposerons les deux températures T, et T, assez peu différentes 
pour qu’on puisse negliger les variations que subissent p(T) et p’(T) 
lorsque T varie entre T, et T,, et qu’on puisse regarder ces quantités 
comme deux constantes p et p’. Les égalités (7) et (8) deviendront alors 


(9) e(V—V’')=(p — p') (T1—T 0), 
(10) € = (p—p’')(T,—T)). 


Nous allons maintenant faire usage de ces formules approchées pour 
étudier théoriquement les lois du dégagement de l'électricité par un 
cristal pyro-électrique qui s’échauffe ou se refroidit. 

Supposons qu’on réunisse les deux faces de la plaque par un conduc- 
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teur métallique de même largeur que la plaque, de telle façon que le 
flux électrique à l’intérieur de la plaque soit normal aux faces de la 
plaque. Supposons, en outre, que la résistance de ce conducteur soit 
négligeable. Désignons par 2a l’épaisseur de la plaque cristalline, 
par Q sa section, par r sa résistance spécifique dans la direction nor- 
male à ces faces. Le courant qui traverse la plaque de la gauche vers 
la droite aura pour intensité 
CQ 


ara 


La quantité d’electricite transportée par ce courant pendant le temps di 


sera 
dq—lat, 


ou bien, en remplaçant I et £ par leurs valeurs, 


2 
u dq = = (p—?p)(Ti— To) de. 
Cherchons la relation qui existe entre T, — T, et le temps ¢. 
Pour cela, il faut tout d’abord résoudre le probleme suivant : 


Quelle est, à l'instant t, la distribution des températures dans une plaque 
cristalline asses étendue pour qu'on puisse la regarder comme un mur in- 
défini, qui est plongée dans un milieu à temperature constante et qui, à 
l'instant initial, avait en tous ses points une même temperature, différente 
de celle du milieu environnant? . 


Nous emprunterons à Lame la solution de ce probleme. 
D'après Lamé, la distribution des températures dans la plaque est, à 
instant £, donnée par la formule (‘) 


° t 
sinma m’ 
V= 2 > ne Kcosmır. 


ma + sinma cosma 
Dans cette formule, 2a représente, comme dans nos notations, l’Epais- 
seur de la lame; x est la distance d’un point au plan équidistant des 
deux faces de la lame; ¢ est le temps; K une constante sur la significa- 
tion de laquelle nous reviendrons tout à l’heure; m représente l'un des 





(!) LAMÉ, Théorie analytique de la chaleur, p. 323, équation (56). 
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termes d’une serie de quantités constantes dont la valeur dépend de la 
conductibilité de la lame et de son pouvoir émissif; le signe Z s'étend 
à toutes les valeurs que l’on obtient en remplaçant successivement m 
par toutes ces quantités; V représente la température au point d’ab- 
scisse x, en prenant pour sero de temperature la temperature du mieu 
et pour unité de temperature la température initiale de la lame. 

Si nous supposons que la température absolue du milieu ait pour 
valeur ©,, que la température absolue initiale de la lame ait pour 
valeur ©,, et que la température absolue du point d’abscisse x, à l'in- 
stant ¢, soil T, nous aurons 





6, — 6, 
et, par conséquent, 
e t 
SIN Ma —m = 
(12) T = 0, + 18 — OÙ nme ema € " Kcosmr. 
ma + sinma Cosma 


Une remarque est nécessaire au sujet de l'établissement de cette for- 
mule. | 

Lamé a supposé que le mur dont il étudiait le refroidissement était 
formé par une substance isotrope. Dans ce cas, si l’on désigne par I’ la 
chaleur spécifique de la substance, par À son poids spécifique, par g sa 
conductibilité, et si l’on pose 

„Ta, 
q 


K 


la température doit vérifier l'équation différentielle 


OT aT oT _ at 
dx?  dy* Os? dt’ 





les coordonnées étant rectangulaires. 

Dans le cas particulier que nous considérons, si l’on place le plan 
des ys parallèle aux faces de la lame, T doit évidemment dépendre de 
la seule variable x. L’équation précédente se réduit donc à 
OT aT 


= K 


(13) se KZ 


Si Pon intègre celte équation en tenant compte de l’état initial et des 
conditions relatives aux faces de la lame, on trouve la formule (12). 
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Mais, dans le cas actuel, nous appliquons cette formule (12) au cas 
où la plaque est formée d’une substance qui non seulement n’est pas 
isotrope, mais qui, de plus, grâce à son hémiédrie, ne possède même 
pas ce que Lamé nomme légalité symétrique. La formule (12) reste- 
t-elle applicable à ce cas? 

Lorsqu'une substance ne présente pas l'égalité symétrique, l’équa- 
tion différentielle que doit vérifier la température est la suivante (') : 

a PT +9,91 +y 24 + (Bst+y „IL 

dr? oy? * @3? '" dy ds 
2 \ 

++ + (84e) gg, = TA a. 
Le système de coordonnées est un système rectangulaire quelconque. 
Dans le cas d’une plaque indéfinie dont la température était initia- 
lement la même en tous les points, les surfaces isothermes sont évi- 
demment des plans parallèles aux faces de la lame. Si donc on place le 
plan des yz parallèlement aux faces de la lame, T sera une fonction de 
la seule variable x; l’équation précédente deviendra 





oT TA oT 
Ox? a ot 
Si l’on pose 
(14) = 


cette équation différentielle deviendra identique à l’équation (13). 

L’équation différentielle du problème est donc la même pour une 
substance cristalline quelconque que pour une substance isotrope; les 
conditions aux limites et la condition qui exprime l'état initial sont 
aussi les mémes. Par conséquent, le résultat (12), obtenu par Lamé 
pour une substance isotrope, est applicable à une substance cristalline 
quelconque, qu’elle jouisse ou non de l'égalité symétrique. Dans cette 
formule (12), on doit donner à K la valeur (14), valeur qui dépend de 
l'orientation des faces de la lame. 

Lamé regardait « l’electrisation par la chaleur de certains cristaux 


(1) Lame, Theorie analytique de la chaleur, p. 35, équation (2). 
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comme due très probablement à l'inégalité des conductibilités angu- 
laires dans deux sens opposés » (‘). On voit que cette cause ne 
saurait expliquer les phénomènes pyro-électriques, puisque, dans Île 
cas que nous étudions actuellement, les cristaux dépourvus d'égalité 
symétrique se comportent, à l'égard de la chaleur, comme les milieux 
doués d'égalité symétrique. 

La formule (12) donne T, lorsqu'on y fait x =a, et T, lorsqu'on y 
fait x = o. On a donc 


N 

sinma(ı — cosma) -m'= 

T, — T,= 2(8, — @,) > ( Sinmalı — cosma) , K, 
ma + sinma cos na 


Si l’on reporte cette valeur de T, — T, dans l'égalité (11), on trouve . 


_ (2 N sinma(ı — cosma) — me 
“9 = ql? TP) (8, — 0.) Se Game cos ma de, 








La quantité d'électricité qui traverse la plaque pendant toute la durée 
de son refroidissement s'obtient en intégrant l'expression précédente 
depuis = o jusqu’à ¢= +. On a donc, en désignant par g cette 
quantité, 


_ 2. sin ma(t— cosma) ” oma 
a= EA) Yrs sinma conne ae 


ou bien, en effectuant l’intégration indiquée, 


. _KQ,, sinma(i—cosma) 1 
(19) 7 = Tq PP) (8,— 8) yoo sinma cosma m! 


La série qui figure au second membre de cette égalité ne dépend que 
de l'épaisseur de la lame, de sa nature, de sa conductibilité et du pou- 
voir émissif de ses deux faces. Si donc on laisse constants ces divers 
paramètres, on arrive à la conclusion suivante. 

La quantité d'électricité qu'une lame pyro-électrique met.en circula- 
tion dans un cireuit fermé pendant la durée de son refroidissement est 
proportionnelle au nombre de degrés dont sa température s’est abaissée 
et indépendante de la valeur absolue de sa température initiale et de 





(1) LAMÉ, Theorie analytique de la chaleur, p. ar. 
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sa température finale. Cette quantité est en même temps proportion- 
nelle à sa section. 

Lorsque la lame pyro-électrique est échauffée au lieu d’être refroidie, 
le courant marche en sens contraire; mais la quantité d’électricité mise 
en circulation par une lame pyro-électrique dont la température s'élève 
d'un nombre déterminé de degrés est égale à la quantité d'électricité 
mise en circulation en sens contraire par la même lame lorsque sa tem- 
pérature s’abaisse du même nombre de degrés. 

Il serait difficile, au moyen de l'égalité (15), d'étudier l'influence 
exercée sur le dégagement électrique par une variation de l'épaisseur 
de la lame ou du pouvoir émissif de ses faces, car ces deux quantités 
entrent d’une manière très compliquée dans la série 





D ı sinma(1—cosma) 


mia ma + sinma cosma 


On peut, au contraire, étudier l’influence qu’exercent les variations 
de ces paramètres si l’on remplace la formule (15) par une formule 
approchée convenant seulement au cas où le refroidissement est très 
lent. 

L’equation différentielle 

eT LOT 


dx? —K ot’ 


a laquelle doit satisfaire la température, devient, dans ce cas, 


et montre que T est une fonction linéaire de x, 
On a, d'ailleurs, pour x = 0, 


et pourr = +a, 


Par conséquent, potr les valeurs positives de x, on a 


T,—T, 


T=T,— a a, 
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et pour les valeurs négatives de x, on a 
T= T, + it TL. 
La quantité de chaleur qui arrive à l’une quelconque des deux faces 
de la lame pendant le temps dt a pour valeur 


oe (T,—T,) dt. 


C'est la quantité de chaleur que cette face rayonne pendant le même 
temps dans l’espace environnant. Si donc on désigne par dQ la quan- 
tité de chaleur rayonnée par la plaque pendant le temps dé, on aura 

22x 


(16) dQ = + (Ti— To) de. 





La quantité d'électricité mise en circulation pendant le même temps 
a pour valeur 


Q ; 
(11) dq = —— (p'— p) (T, — To) ae. 


2ra 
De ces deux formules on déduit 


d I dQ 
(17) me 


Q 


Le coefficient de 2 est indépendant du pouvoir émissif des deux 


faces de la lame, de son épaisseur, de sa section. La vitesse du déga- 
gement électrique est donc à la vitesse du dégagement calorifique dans 
un rapport qui dépend uniquement de la nature de la lame. Deux lames 
du même cristal, orientées de la même manière, qui perdent des quan- 
tités de chaleur égales, mettent en mouvement des quantités d’électri- 
cité égales. Cette loi est seulement une loi approchée; elle est d’au- 
tant plus exacte que le refroidissement est plus lent. 

Tous ces résultats sont conformes aux expériences de Gaugain. Toute- 
fois, on ne peut les regarder comme formant l'explication théorique de 
ces expériences. Gaugain employait non pas des plaques indéfinies 
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soumises au rayonnement par leurs deux faces, mais des prismes de 
tourmaline soumis au rayonnement par toute leur surface. Les condi- 
tions de ses expériences sont donc beaucoup plus complexes que les 
conditions que nous avons supposées réalisées. 


VII. — Phénoménes piézo-électriques. 


L'ellipsoide de pyro-électricité forme avec l'origine des coordonnées 
une figure qui doit avoir même symétrie que la structure interne de la 
maille du réseau. Ce principe permet, comme nous l’avons vu, de déter- 
miner quelles sont les substances cristallines susceptibles de manifester 
la pyro-électricité; mais un échauffement inégal, une compression 
suivant une certaine direction peuyent, en déformant le cristal et en 
altérant en méme temps la symétrie de la structure, donner accidentel- 
lement à une substance la pyro-électricité qu'elle ne possède pas natu- 
rellement. C'est à des causes de ce genre qu'il faut rapporter, comme 
l'ont montré les recherches de MM. Friedel et J. Curie, les phénomènes 
de pyro-électricité anormale observés par M. Hankel. La plupart des 
expériences dans lesquelles se manifeste la pyro-électricité accidentelle 
sont fort difficiles à soumettre à une analyse exacte; la théorie que nous 
avons exposée jusqu'ici suppose, en effet, que les surfaces isothermes 
sont des plans parallèles, et nous verrons plus loin combien il serait 
difficile de s'affranchir de cette restriction; or, la plupart du temps, 
dans les expériences de pyro-électricité accidentelle, les surfaces iso- 
thermes diffèrent beaucoup de la forme plane. Nous ne pourrons done 
étudier ces expériences. 

La distinction entre la pyro-électricité naturelle et la pyro-électricité 
accidentelle joue un rôle important dans l'étude des phénomènes de 
piézo-électricité. 

Les premières expériences de piézo-électricité instituées par MM. P. 
et J. Curie ont porté sur un cristal possédant la pyro-électrieité natu- 
relle, la tourmaline. 

Prenons une lame à faces parallèles taillée normalement à l’axe de 
pyro-électricité, et comprimons-la; la lame prend une force électro- 
motrice déterminée. Ce fait suppose que ses divers points ne sont pas à 
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se dilatent par l'effet de la chaleur dans la direction de l'axe de pyro- 
électricité, en sorte que ce renversement n’a pas encore été constaté 
par l'expérience. 

D'après l'explication qui vient d'être proposée des faits observés par 
MM. P. et J. Curie, les phénomènes piézo-électriques présentés par la 
tourmaline ne sont que des phénomènes pyro-électriques normaux, 
dans lesquels l’échauffement est produit par une compression. S'il en 
est ainsi, comme la compression a simplement pour but de produire de 
la chaleur, comme d'ailleurs la tourmaline se dilate dans tous les sens 
par suite d'une élévation de température, et par conséquent s’échauffe 
par le fait d’une compression suivant une direction quelconque, le sens 
des phénomènes ne doit pas changer lorsqu’au lieu de soumettre la 
tourmaline à l'action d'une pression parallèle à l'axe de pyro-électri- 
cité, on la soumet à l’action de pressions normales à cet axe. Cette con- 
clusion est conforme aux expériences de MM. P. et J. Curie. 

Les phénomènes de piézo-électricité que présente le quartz sont 
beaucoup plus complexes. Dans l'explication de ces phénomènes, on 
doit encore, il est vrai, regarder la compression comme une cause d'é- 
chauffement; mais le quartz, même frappé d’hémiédrie plagièdre, n’est 
pas naturellement pyro-électrique. Si l'on tient compte de la symétrie 
du cristal, on voit aisément que l'ellipsoïde de pyro-électricité est un 
ellipsoide de révolution ayant pour centre l’origine des coordonnées et 
pour axe l'axe du quartz; un échauffement produit par compression ne 
saurait donc donner lieu à un phénomène pyro-électrique, si la com- 
pression n’altérait la symétrie de structure du cristal. 

Considérons tout d’abord une lame à faces parallèles taillée normale- 
ment à l'axe du quartz. Il est évident que, si nouscomprimons les deux 
faces de cette lame, nous pourrons bien modifier la forme de l'ellip- 
soide de pyro-électricité, mais nous n'altérerons pas la symétrie de la 
structure du cristal; l’ellipsoide de pyro-électricité restera un ellipsoide 
de révolution ayant son centre à l'origine des coordonnées : nous ne 
eonstaterons, par conséquent, aucun phénomène pyro-électrique. Il en 
serait évidemment de même si, après avoir taillé dans un cristal de 
quartz une lame rectangulaire parallèle à l’axe et terminée latéralement 
par deux faces parallèles à l’axe et par deux faces perpendiculaires, 
nous soumeltions ces deux faces à une compression régulière; mais, si 
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un plan perpeodieulaire à à l’axe ternaire. Soient A,,A,,A, (fig. 3) | 
sommets qui ne portent pas les faces plagiedres s. On taille dans ce 
cristal un prisme droit ayant pour base mnm’n’. Lorsque l’on com- 
prime ce prisme normalement à cette base, aucune électricité ne se 
manifeste en aucun point de sa surface. Lorsqu’on exerce la pression 
sur les faces latérales mn, m'n', perpendiculaires à l'axe binaire, on 
observe un dégagement d’électricité positive sur mn, négative sur mr’. 
Enfin, lorsque l’on comprime le prisme suivant une direction normale 
aux faces mm’, nn’, on n’observe aucun dégagement sur les faces coın- 
primées; mais on constate que la face mn dégage de l'électricité néga- 
live, et la face m’n’ de l'électricité positive. 


Fig. 3. 





M. Rontgen a fait, sur la piézo-électricité du quartz, des expériences 
trop complexes pour que nous puissions tenter d’en donner une expli- 
cation théorique. 

Nous avons indiqué au $ 1 que MM. Curie, M. Rontgen et M. Kundt 
avaient vérifié, conformément aux prévisions de M. Lippmann, que 
l’electrisation d’un cristal pouvait faire varier ses dimensions. Ces ex- 
périences de vérification ont toutes porté sur le quartz; le quartz n’étant 
qu’accidentellement pyro-électrique, ces expériences sont plus com- 
plexes que celles qui porteraient sur un cristal doué de pyro-électricité 
naturelle, une tourmaline par exemple. 

Considérons une lame de tourmaline, taillée normalement à l’axe de 
pyro-électricité et dont les faces sont recouvertes par des feuilles 
d’étain. Supposons que l’on maintienne ces feuilles d’étain à des ni- 
veaux potentiels constants, V et V’. La condition d’équilibre, donnée 
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par l'égalité (7), est 
Ti 
(V—-W)=f [o(T)—o'(T)]aT. 


To 


Supposons tout d’abord que la lame de tourmaline ait la méme tem- 
pérature en tous ses points, l'équilibre ne sera possible que si V = V'; 
si V n’est pas égal à V’ et si l’on suppose les deux lames maintenues à 
des niveaux potentiels constants, l'équilibre n'aura pas lieu; il y aura 
entre les deux lames métalliques un échange d'électricité, un courant 
qui donnera lieu à des phénomènes thermiques; la lame cristalline, 
soumise en même temps au rayonnement dans l’espace environnant, 
finira par prendre en ses différents points des températures différentes 
et l'équilibre s’établira lorsque ces températures seront telles que 
l'équation (7) soit vérifiée. 

Supposons, pour fixer les idées, la lame cristalline placée de front, 
comme nous l’avons supposé au § III, et admettons que p(T) — p’(T) 
soit positif. Le second membre a alors le signe de T, — T,. Chargeons 
la face de gauche d’electricite positive et la face de droite d’electricite 
négative; V — V’sera alors positif; donc, dans l’état d’equilibre, la tem- 
pérature T, à l’intérieur de la plaque sera supérieure à la température T, 
des faces de cette plaque. Cette distribution des températures indique 
évidemment que la plaque rayonne de la chaleur vers le milieu envi- 
ronnant et, par conséquent, qu'elle est plus chaude que le milieu envi- 
ronnant. 

Deux cas sont alors à distinguer. Si la substance dont la plaque est 
formée se dilate dans le sens de l’axe d’hémiédrie par l’effet de la cha- 
leur, l’épaisseur de la plaque a augmenté par l'effet de l’electrisation; 
si, au contraire, cette substance se contracte par l’effet de la chaleur, 
l'épaisseur de la plaque a diminué par le fait de l’electrisation. 

Mais, d’autre part, si la substance se dilate par l’action de la cha- 
leur, pour lui communiquer l’electrisation en question, c'est-à-dire 
une électrisation de même sens que celle d’une plaque qui se refroidit, 
il eût fallu la comprimer; au contraire, si la substance se contracte par 
l’action de la chaleur, pour l’electriser de la sorte, il eût fallu la sou- 
mettre à une détente. 

Done, si l’on communique à une plaque pyro-électrique l’electrisa- 
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tion qu'elle prendrait par une compression, l’épaisseur de la plaque 
augmente, et inversement. On retrouve de la sorte la réciprocité si- 
gnalée par M. Lippmann. 

On peut se demander si cet état d’équilibre, qui exige que les divers 
points de la plaque de tourmaline soient à des températures différentes, 
est bien un état d'équilibre stable. On peut aisément se rendre compte 
du mécanisme qui assure cette stabilité. 

Supposons encore, pour fixer les idées, que V — V’ soit positif, ainsi 
que p — p’; au moment de l'équilibre, T, est alors supérieur à T,; les 
parties intérieures de la lame sont plus chaudes que ses faces, la lame 
rayonne vers le milieu environnant : il s’agit de montrer que si les 
niveaux potentiels V et V’ sont maintenus constants, les températures 
des diverses parties de la lame demeureront constantes. 

Supposons, en effet, que la lame cède une très petite quantité de 
chaleur au milieu environnant; T, — T, diminuera d’une petite quan- 
tité; il en sera de même de 


AT, 
{ [p(T) —p'(T)] aT. 
To 


Si V et V’ sont maintenus constants, on aura alors 


Ti 
e(V—V') > | LeCT) — p'(T)] aT. 

L'équilibre sera rompu; un courant infiniment faible s’etablira de la 
face de gauche à la face de droite. Le travail non compensé produit par 
ce courant est proportionnel au carré de son intensité; c’est un infi- 
niment petit du second ordre dont nous pouvons ne pas tenir compte. 
Si nous designons par dq la quantité d'électricité transportée par le 
courant, le travail compensé produit par ce courant aura pour valeur 


Ts 


dq | [p(T)—p'(T)]4T. 
To 


Ce travail sera positif. Le phénomene engendrera donc de la chaleur 
qui compensera celle qui a été perdue par la lame et assurera la stabi- 
lité de l’équilibre. 
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VIII. — Cas où les surfaces isothermes ne sont pas planes. 


Dans tout ce qui précède, nous avons restreint notre analyse au cas 
où les surfaces isothermes sont des plans parallèles: cette condition est 
loin d’être réalisée dans un grand nombre d’expériences de pyro-élec- 
tricité; il semble donc désirable d'étendre la théorie précédente au cas 
où les surfaces isothermes ont des formes quelconques; nous allons 
voir que cette extension soulève de grandes difficultés. 

Reprenons le cas où les surfaces isothermes sont des plans parallèles. 
Le mouvement de l'électricité au travers d’un canal de forme quel- 
conque, découpant sur tous ces plans des surfaces égales, donne lieu à 
un travail compensé & que nous avons calculé; si l’on désigne par q la 
charge électrique qui a été mise en mouvement, ce travail a pour 
valeur, d’après l’égalité (3), 


eg fear, 


le signe f désignant une intégrale curviligne étendue à la trajectoire 


d’une particule électrique. 

Cette intégrale peut s’Ecrire sous une forme plus explicite. 

Si nous désignons par dx, dy, ds les projections sur les axes de coor- 
données de l’élément de chemin décrit par l’une des particules qui 
composent la charge électrique, nous pourrons écrire 

oT, oT, OT 


aT = — dx + dy + 


dx dy À Os ds. 


D'autre part, p dépend de la température T et des paramètres a, B, 
Y, qui déterminent l'orientation des surfaces isothermes; on peut donc 
écrire 

p = f(T, a, B, y). 

La présence des variables «, 6, y, dans l’expression de p, est fonda- 
mentale; elle permet seule d’expliquer les phénomènes pyro-élec- 
triques; c'est en masquant l'influence de ces variables que l'hypothèse 
de l’homogénéité des solides rend impossible l'explication de la pyro- 
électricité. 
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Moyennant ces expressions de » et de dT, ona 


_ 3 (Tare My, 4 LE 
(19) e=q AT, a, 3,7) (de + ayy + 7: dz), 


TL 


le signe f désignant une intégrale curviligne étendue au chemin suivi 


par une des particules. 

Il semble possible d'étendre cette expression au cas où les surfaces 
isothermes auraient des formes quelconques; a, B, y indiqueraient 
l'orientation du plan tangent au point x, y, 3 à la surface isotherme 
qui passe par ce point. Une semblable généralisation est-elle permise ? 
Il est aisé de voir qu'il n’en est rien. 

En effet, en vertu du principe de Carnot, si nous désignons par de le 
travail compensé effectué pendant que la charge électrique g subit un 
déplacement élémentaire, l’integrale 


de 
mn 


T 


ce 


étendue à une ligne fermée parcourue par la charge g, doit être égale . 
à o. Cela exige que, dans toute région où «&, B, y varient d’une manière 
continue lorsqu'on passe d'un point x, y, 3 à un autre point voisin, 


do S(T, &, B, y) aT 
T 


pr ou bien suit la différentielle totale d’une fonction 


ayant une valeur parfaitement déterminée en chaque point du solide, 
pour la distribution des températures qui existe dans ce corps à l’instant 
que l’on considère. 

Cette condition est réalisée dans le cas où les surfaces isothermes 
sont des plans parallèles; dans ce cas, en effet, dans toute région où 


a, 8, y sont continus, ils ont des valeurs constantes; la fonction / 
, . .. f(T) aT 
dépend alors uniquement de la variable T, et la quantité AIT est 
certainement une différentielle totale d’une fonction de la tempéra- 

ture. 


Mais, si a, 5, y sont des quantités variables d’une manière continue, 


Am Pry, Dat Po Date peut devenir une différentielle totale que si la fonc- 


tion / ne dépend pas de a, ß, y. Comme cette condition ne peut pas 
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être réalisée en général, l’égalité (19) ne peut être étendue en général 
au cas où les surfaces isothermes ne sont pas planes. 

Toutefois, dans le cas particulier où le corps est isotrope, sa fonc- 
tion / doit être indépendante de a, ß, y. On peut alors, quelle que 
soit la forme des surfaces isothermes, écrire 


Ti 
¢=q f(T) at. 
Te 

Or c’est précisément l’expression que, dans la I'* Partie, nous avons 
trouvée en supposant le corps homogène. Cette remarque montre que, 
pour les corps isotropes, on arrive au même résultat en prenant pour 
point de départ l'hypothèse de l’homogénéité absolue de la matière ou 
l'hypothèse de la constitution réticulaire. 


ne OS GE GE gr a Sven 


SUR LA 


THEORIE DES RAYONS LUMINEUX, 


Pan G. KIRCHHOFF ('). 


(Traduit par P. DUHEM.) 


Les raisonnements par lesquels on cherche à expliquer la formation 
des rayons lumineux, leur réflexion, leur réfraction, ainsi que les phé- 
nomènes de diffraction, reposent surtout sur les considérations qui ont 
été développées par Huygens et par Fresnel. Sous bien des rapports, 
la rigueur de ces raisonnements laisse à désirer. Il semble que l’état 
actuel de nos connaissances ne permette pas encore de déduire des 
hypothèses qui constituent la théorie des ondulations une théorie de 
ces phénomènes qui soit à l'abri de tout reproche. Toutefois, on peut 
donner aux raisonnements dont il s’agit une plus grande précision. Je 
me permeltrai de communiquer à l’Académie quelques déductions re- 
latives à cet objet. Pendant une série de plusieurs années, j'ai exposé 
dans mes leçons à l’Université la partie fondamentale de ces déductions. 
Quelques Mémoires, publiés par M. Fröhlich (?) et par M. Voigt (*), 
sont destinés au même but. 


1. Nous supposerons que la lumière consiste en vibrations transver- 
sales de l’éther. Nous supposerons en outre que, dans le milieu où l’on 
étudie le mouvement lumineux, l'éther se comporte comme un corps 


(1) Ce Mémoire de M. G. Kirchhoff a paru aux Sitsungsberichte der Kôniglich Preussi- 
schen Akademie der Wissenschaften su Berlin, t. Il, p. 641; 1882. 

(2) JFicdemann's Annalen der Physik und Chemie; Band III, p. 376; Band VI, p. 414; 
Band XV, p. 592. 

(3) Wiedemann’s Annalen der Physik und Chemie; Band Il, p. 532. 
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solide, élastique, isotrope et homogène, dont les particules sont sou- 
mises uniquement à l'action des forces qui résultent de leurs déplace- 
ments relatifs. 

D'après ces hypothèses, si l’on désigne par u, v, w les composantes 
parallèles aux trois axes coordonnés du déplacement d’une particule 
éthérée, si l’on désigne par x, y, 5 les coordonnées de la position 
d'équilibre de cette particule à l'instant 7, les quantités u, 9, w vérifient 
l'équation aux dérivées partielles 


(1) À — a? Ao, 





Dans cette équation, A» représente la somme des trois dérivées par- 
tielles du second ordre ‘obtenues en prenant deux fois la dérivée de la 
quantité &, soit par rapport à x, soit par rapport à y, soit par rapport 
à s. La lettre a représente la vitesse de propagation de la lumière. Tou- 
tefois on ne doit pas prendre pour u, ¢, trois solutions quelconques 
de cette équation (1), il faut encore que ces solutions vérifient l’équa- 
tion 

du ov | ow 


Soient U, V, W trois solutions quelconques de cette dernière équa- 
tion. Les quantités wu, ¢, w, définies par les égalités 


u V _ow 
03 oy’ 
(2) j „IWW _ MU 
Or Os 
wa JU _ NV 
dy Or 


représentent un mouvement lumineux possible. Inversement, à tout 
mouvement lumineux correspondent trois fonctions U, V, W, qui véri- 
fient ces équations ('). 

Dans la suite, nous représenterons par la lettre o l’une quelconque 
des six quantités U, V, W, u, v, w. Si nous désignons par T la durée de 





(1) Cressch, Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik, Band LXI. 
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vibration de la lumière supposée homogène, chacune de ces six quan- 
tités sera une fonction linéaire et homogène des quantités 


tt 
COS2T = SIN2T 5° 
T’ FT 

Nous prendrons pour mesure de l'intensité lumineuse, au point de 


coordonnées &, y, 5, la moyenne arithmétique des valeurs que prend 
la quantité 
+ gp? + gy? 


pendant le temps T. Si nous posons 


l . t 
“=o COS 27 7 + ©) Sin 27 7 


t l 
4 — Ÿ COS27 + >’ SiN2T mR» 


t . t 
4° — y Cosa 7 + W'sin2r a, 


cette intensité aura pour valeur 
+ OR + OF + VIF V+ I + 3). 


Supposons que l’espace indéfini soit rempli par le milieu considéré. 
Supposons que, dans ce milieu, se trouve une source de lumière en un 
certain point 1 de coordonnées x,, y,, 3,. Désignons par 7, la distance 
mutuelle du point de coordonnées x, y, 3 et du point de coordonnées 
Lys Vis 3,. Désignons enfin par A la longueur d’onde de la lumière, 
c'est-à-dire le produit aT. L'hypothèse la plus simple que l’on puisse 
faire sur 9, hypothèse permise d’ailleurs si © désigne l’une des quan- 
tités U, V, W, consiste à poser 


I r t 
(3) = cosan( + — x): 
Ayant cette expression de 9, il est facile d’en déduire une autre expres- 
sion plus générale qui se rapporte au méme cas. II suffit de multiplier 
l'expression précédente de © par un facteur constant, d’ajouter à ¢ une 


constante, de différentier une fois, puis une seconde, par rapport à x,, 
Ann. del’ Ec, Normale. 3*Série. Tome Ill. — Sepremsar 1886. 39 
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à y, ou à z,, et d'ajouter ensemble, membre à membre, toutes les éga- 
lités ainsi obtenues. 

On peut faire subir au résultat de celte opération une simplification 
importante : il suffit pour cela d'introduire une hypothèse qui a, en 
Optique, une importance capitale, à savoir l'hypothèse que la longueur 
d'onde peut être traitée comme un infiniment petit. Dès lors, si l’on 
tient compte seulement des termes de l’ordre le plus élevé, on obtient 
le résultat suivant : 


ry [A l'i [A 


4 0 = D wosar = + sine — £). 
(4) ?— r; ran À T rs “ À T 


Dans cette expression, les quantités D et D’ dépendent de on, arı, 
à Or, OY, 


1 
on, a, on, c'est-à-dire que’ ces 


u 


ar, ° ° a 
——» OU, ce qui revient au même, de 
1 


quantités dépendent de la direction de la ligne r, ; à part cela, elles sont 
constantes. 

En vertu des équations (2), u, v, w admettent des expressions de 
même forme; selon que 9 sera égal à u, à ¢ ou bien à sv, désignons les 
valeurs de D, D’ par A, A’, par B, B’, ou bien par C, C’. Ces six lettres 
représenteront des quantités qui dépendent de la direction de la ligner.,, 
mais qui, à part cela, sont constantes. L’intensité de la lumière aura 
alors pour valeur, au point de coordonnées x, y, 5, 


—5 (A+ A+ Bt+ B+ C#+ C'?). 
*° 1 


Cette expression montre que l'intensité dont il s’agit est inversement 
proportionnelle au carré de la distance du point considéré au point 
lumineux. Elle montre, en outre, que cette intensité varie avec la di- 
rection de la ligne r,. La loi de ces variations se relie à la loi du mou- 
vement du point lumineux. 

Dans ce qui va suivre, nous prendrons pour source de lumière un 
point lumineux semblable à celui que nous venons de considérer et 
nous rechercherons comment la lumière qu'il émet est moditiée par un 
corps étranger placé dans le voisinage de ce point. Au cours de ces 
recherches, nous aurons à faire usage d'un lemme important: Ce lemme 
se déduit de l’application du théorème de Green aux fonctions qui sa- 
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tisfont à l'équation aux dérivées partielles que ¢ vérifie. Ce lemme 
constitue une forme plus précise et plus générale de la proposition bien 
connue sous le nom de principe d’Huygens. M. Helmholtz l’a déjà 
démontré dans son Mémoire intitulé Theorie de la vibration de l'air 
dans les tuyaux ouverts ('), et il en a montré l'importance; dans le 
numéro suivant, nous allons exposer ce théorème sous une autre forme, 
en suivant une voie différente. 


2. Soient © et © deux fonctions de x, y, 3 continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles du premier ordre par rapport aux variables x, y, 2 
en tous les points d’un espace limité (cet espace peut d’ailleurs se 
composer de plusieurs parties séparément limitées). Désignons par dt 
un élément de volume de cet espace. Soit ds un élément de la surface 
qui le limite (cette surface peut aussi se composer de plusieurs parties 
séparément limitées). Désignons par N la normale à l'élément ds, cette 
normale étant dirigée vers T intérieur de l’espace considéré. Le théo- 
reme de Green donne oe 


SER ON oR) as = [ (9 40 — — OAV) dr. 


Dans cette égalité, posons © = ? et supposons tout d’abord que © 
satisfasse aussi à l'équation (1); nous aurons 


IV 09 1 079 „N 
mn — ) = DT _ m 
SG ON N‘ x) ds = a? {Cs Ov ? ge: -) a 


09 00 1 0 de aw 
—— 9 — — — — _o_ = 
CR oN * = ai dt (© u? mi) À 


Multiplions les deux membres de cette égalité par dt et intégrons entre 

deux valeurs du temps, l’une négative, que nous désignerons par — #", 

l’autre positive, que nous désignerons par ¢”. Nous obtiendrons alors, 
en faisant usage d’un symbole bien connu, l'égalité 


5 > fe A JR) TOR 


ou bien 


ee ee ema ee a ae a et .—n— eee 


‚ (1) Hermuortz, Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen Enden ( Borchardt's 
Journal für reine und angewandte Mathematik, Band LVII). 
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Posons maintenant 

__F(ro+at) 

— m) 


Ÿ 
ro 


expression dans laquelle r, désigne la distance du point de coordon- 
nées x, y, 3 à un certain point o choisi arbitrairement, tandis que F 
désigne une fonction qui devient infiniment petite pour toute valeur 
finie, positive ou négative de la variable dont elle dépend, qui n’est ja- 
mais négative et qui, en outre, satisfait à la condition 


(6) fro«=ı, 


pourvu que l’integration s’&tende d’une valeur négative et finie de & à 
une valeur positive et finie de la même quantité. 

Considérons maintenant un espace entièrement clos, rempli par 
l’éther homogene et ne renfermant aucun point lumineux. Désignons 
par s la surface qui le limite et par ds un élément de cette surface. Pre- 
nons le point o à l’intérieur de cet espace. Du point o comme centre, 
décrivons une sphère infiniment petite et appliquons l’égalité (5) à ce 
qui reste de l’espace considéré lorsqu'on en exclut le volume de cette 
sphère. Désignons par dS un élément de la surface de cette sphère. 
Prenons pour £’ une valeur assez grande pour que la quantité 


ro— at 


soit négative et finie lorsqu’on y remplace 7, par la plus grande des 
valeurs que 7, prend sur la surface s; cette quantité sera a /ortiori néga- 
tive et finie dans tout l’espace considéré. Moyennant ces conditions, les 


DD. ss les 
valeurs de © et de = qui figurent au second membre de l'égalité (5) 


correspondent à des valeurs positives ou négatives, mais fines, de 
r, + at; ces valeurs sont donc égales à zéro. L'égalité (5) devient alors 


. 2% de . 20 N 
(7) SSR rer Safe) 


Les intégrales que renferme le second terme peuvent être effectuées. 
Désignons par R le rayon de la sphère infiniment petite, et, dans le 
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calcul de l'expression qui multiplie dS, négligeons toute quantité dont 
le produit par R? est infiniment petit. Nous pourrons alors poser 


av 


I 
ON = — mia), Ÿ — 0, 


et nous aurons 
ow 09° _ 
Se =» xx) a8 = — Ange Eat), 


%» désignant la valeur de 9 au point o. Remarquons maintenant que la 
quantité F(at) ne diffère de zéro que pour les valeurs infiniment petites 
de at, et que, en vertu de l’équation (6), on a 


r 
I 
f Fana= a 


Nous trouverons pour valeur du second terme de l'équation (7) 
An 
~ a 90(0), 


expression dans laquelle 9,(0) désigne la valeur de 9, pour ¢ = o. 
Dans le premier terme de l’équation (7) on peut également, grace 
a Péquation (6), effectuer l’integration par rapport à ¢. On a tout 


d’abord 
nt €” 
09 _ F(ro+ at) do __ 1 d 
af oxa=ef NASEN 


Dans la derniere valeur de = on doit supposer qu'après avoir effectué 
la différentiation on pose 
ro 


‘= — —: 
Si l’on pose 
(8) =, 


, . 1 09 . ve a . 
l'expression 7 oN’? qui figure dans |’égalité en question, aura pour 
valeur 


_ u) 
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Nous avons ensuite 
yf (Py + at) 9 

wT do — —F(r + al 1 et AF(r,+ at) 

ON ON ON ORI A ON à 
et, par sulle, 

L 
l'y ı Oro (f° OFir,+at) 

«fr en (2) à 1 2e 9 x 

expression dans laquelle > (— 2) désigne la valeur de & pour ¢ = — =. 


Transformons la dernière intégrale au moyen d'une intégration par 
parties, et remarquons que la fonction F s’annule toutes les fois que la 


variable dont elle dépend prend une valeur finie; nous trouverons pour 
valeur de l'expression précédente 


To (-2)-L1R 
ON ? a a ro ON ot 


*. . 00 90 
Dans cette dernière expression, =} a la valeur quil prend pour 


l'o 
= — —: 
a 


En reportant dans l'égalité (7) les résultats que nous venons d’ob- 
tenir, et en changeant l’origine des temps de telle façon que l'instant 


qui, dans ce qui précède, servait d’origine, devienne maintenant l’in- 
‘stant 2, nous obtiendrons le résultat suivant : 


d — 09 ı_ 
‘0 ‘0 ro 
(9) nn] rk) ee La 


Les deux premiers termes de l'expression qui multiplie ds peuvent être 
réunis en un seul, qui est le suivant 


ON lo 


en convenant, dans cette différentiation, de regarder r, comme seul 


SUR LA THÉORIE DES RAYONS LUMINEUX. 311 


variable, et de conserver aux autres quantités dont dépend o(t) les 
valeurs qu’elles ont en un point de l’élément ds. On a alors 


(10) inga(t) = [as 


égalité dans laquelle on a 





(11) 


et dans laquelle la fonction fa la signification définie par l'égalité (8). 

De ces résultats découle la conséquence suivante : 

Le mouvement de l'éther à l’intérieur de l’espace que limite la sur- 
face s peut être regardé comme provenant d'une couche de points lumi- 
neux distribués sur la surface s; en effet, chacun des deux termes qui 
composent 2 peut être regardé comme provenant d’une source de 
lumière concentrée en un point de l'élément ds. 

Le raisonnement suivant permet de démontrer que, moyennant une 
certaine condition que nous supposerons toujours remplie dans la suite, 
l'équation (10) demeure encore exacte lorsque tous les points lumineux 
sont situés à l’intérieur de la surface s, et que le point o est extérieur à 
cette surface; seulement, dans ce cas, la normale N doit être comptée 
vers l'extérieur de la surface. Dans ce cas, appliquons l'égalité (10) à 
un espace limité intérieurement par la surface s et extérieurement par 
une sphère de rayon infiniment grand. Soit #S un élément de la surface 
de cette sphère. Nous obtiendrons légalité 


inge(t)= { Qds+ f Qas. 


Supposons maintenant que, jusqu’a une certaine valeur finie du temps, 
l’equilibre ait régné dans tout l’espace. Des lors, pour une valeur néga- 
tive et infiniment grande de ¢, les quantités o(2) et f(2) sont égales à 
zéro en tous les points de l’espace, et, en particulier, en tous les points 
de la surface de la sphère infiniment grande. Cela étant, supposons que 
l’on choisisse le point o à distance finie et que l’on considère unique- 
ment des valeurs finies du temps; la quantité {2 sera alors égale à zéro 
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pour tous les éléments dS, car, en tout point de la surface de la sphère, 
t — 2 est négatif et infiniment grand. Des lors, nous obtiendrons 


l’équation (10). Nous avons introduit, il est vrai, cette restriction que 
le point o est situé à une distance finie et que le temps a une valeur 
finie; mais cette restriction n’est qu’apparente; quelle que soit la 
position du point o et la valeur de z, on peut choisir le rayon de la 
sphère assez grand pour que les considérations précédentes conservent 
leur valeur. 

Si l’on applique l'égalité (10) à deux surfaces fermées qui ont une 
partie commune et qui renferment toutes deux le point o sans ren- 
fermer les points lumineux, ou toutes deux les points lumineux sans 
renfermer le point o, et si l’on retranche membre à membre les deux 
résultats obtenus de la sorte, on arrive à la conclusion suivante : 


L'intégrale fe ds, élendue à une surface fermée qui ne renferme ni 


le point o, ni les points lumineux, est égale à zéro. 

Cette intégrale s’annule encore pour une surface fermée qui enve- 
loppe à la fois le point o et les points lumineux. On le reconnait en 
appliquant successivement l'équation (10) à deux surfaces fermées qui 
ont une partie commune et dont l’une renferme le point o sans ren- 
fermer les points lumineux, tandis que l’autre renferme les points 
lumineux sans renfermer le point o. 

On voit immédiatement comment on aura à appliquer l’équation (10) 
au problème qui nous occupe et qui a été énoncé au commencement du 
paragraphe précédent. Supposons que l’espace indéfini soit rempli par 
de l’ether homogène. Dans cet espace se trouve un point lumineux r. 
Il engendre un mouvement auquel correspond une certaine fonction ¢’. 
Supposons que, dans l’espace, on introduise un corps étranger; le mou- 
vement est modifié; la fonction 9’ se transforme en la fonction 9g; le 
problème consiste à déterminer la valeur de la fonction © pour tout 
point extérieur au corps. Désignons par ds un élément de la surface du 
corps et par dS un élément de la surface d’une sphère infiniment petite 
ayant pour centre le point lumineux. En vertu de l'égalité (10), nous 


aurons 
sr [Ras + fear. 
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La premiere de ces deux intégrales a une valeur facile 4 déterminer. 
La variation que subit le mouvement en un point de l'élément dS par 
Veffet de l'introduction du corps étranger n’est pas infiniment grande, 
si l’on excepte un certain cas particulier. Comme d’ailleurs la surface 
sphérique dont fait partie l’élément dS est infiniment petite, cette 
variation n’a aucune influence sur la valeur de l'intégrale. On peut 
donc, dans cette intégrale, remplacer © par o’. Alors, en vertu de 
l'équation (ro), si l’on désigne par &’(o) la valeur de ¢’ au point o, 
cette intégrale aura pour valeur 47 9’(0). On a donc 


(12) bm 9(0) = 4 9'(0) + (Da. 


Cette équation permet, en général, de déterminer 9(0) lorsqu’on 
connaît la fonction 9’ et que l’on connaît en outre, pour tous les points 


| do 
de la surface du corps, les valeurs de 9 et de SN 


3. Avant de pousser plus loin nos recherches, il nous faut déter- 
miner la valeur que prend l'intégrale {Qas étendue à une surface 


limitée, au moins sous certaines conditions. C'est cette valeur que nous 
allons maintenant chercher. 

Nous supposerons, pour effectuer cette recherche, que la longueur 
d’onde est infiniment petite. Nous supposerons que la quantité ¢ se 
rapporte au mouvement produit par un point lumineux et est, par 
conséquent, exprimée par l'égalité (4). Nous supposerons que, pour 
aucune portion d’etendue finie, soit de l'aire à laquelle s’etend l’inte- 
gration, soit de la ligne qui limite cette aire, la quantité 7, + 7, n’a une 
valeur constante ou une valeur différant infiniment peu d'une con- 
stante. Enfin, nous supposerons que la ligne droite qui joint les 
points 1 et o ne passe ni par un point du contour de la surface, ni 
par un point infiniment voisin de ce contour. 

Dans ces conditions, nous démontrerons que l'intégrale considérée 
est égale à o si la ligne droite qui joint les points ı et o ne rencontre 
pas la surface s. Le calcul nous montrera que, dans le cas où cette 
droite rencontre la surface s, l’intégrale en question a pour valeur 
+ 479, le signe + devant être choisi si la normale N au point de 
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rencontre fait un angle aigu avec la ligne droite menée du point 1 au 
point o, et le signe — devant être choisi si cet angle est obtus. D’ail- 
leurs, ce dernier résultat dérive immédiatement de l’équation (ro), si, 
conformément à ce que nous venons d’énoncer, l'intégrale considérée 
est égale à o lorsque la droite ne rencontre pas la surface. 

Prenons tout d’abord pour 9 la valeur donnée par l'égalité (3); 
posons, par conséquent, 


Nous aurons alors 


LA I L—- a) —_ I do nose rit Po t 
ON ro? a)  rir ON T »  T 

















Bef, To) __ 9 Malo 8 
st 2) = riro ON cosan( À 1) 
_ 2h don uate _ 5). 

ri Ton ON 2 T 


L'égalité (1 1) nous donnera alors 

| 1dr, _ 10" nr 

' 2= u N To N) cosa ( x 1) 

| _ an (dor, — 5) sina rere  t\ 
Tre \ON ON FT OT 


Pour déduire de cette valeur de Q la valeur de l'intégrale considérée, 
nous prendrons pour point de départ le théorème suivant : 





(13) 





Soient F(€) une fonction de & qui demeure continue lorsque © croît de &, 
à ©, et à une constante. L'intégrale 


(14) [sin Ke + 9a 


Y 
sn 


tend vers o lorsque K croit au dela de toute limite. 
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L’exactitude de ce théorème peut être établie par des considéra- 
_tions tout à fait analogues à celles que Dirichlet a exposées, dans ses 
recherches sur la série de Fourier, au sujet d’une intégrale semblable. 
On partagera l'intervalle compris entre les limites de l'intégration en 


parties telles que, dans chacune d’elles, la quantité 


signe constant et aille sans cesse en croissant ou sans cesse en décrois- 
sant; on supposera que le nombre de ces parties est fini; pour démon- 
trer ensuite que l'intégrale considérée s’annule pour chacune de ces 
parties lorsque K devient infiniment grand, il suffira de partager cha- 
cune d’elles en intervalles secondaires, de telle façon que toutes les 
valeurs de © pour lesquelles sin(K¢ + 6) est égal à zéro marquent les 
points de division entre ces intervalles, et d'écrire les inégalités faciles 
à trouver auxquelles satisfont les valeurs absolues des intégrales rela- 
tives à ces intervalles. 
Le théorème dont nous venons de parler entraine le suivant : 


conserve un 


Si la dérivée premiere de la fonction F($) est continue dans l'intervalle 
compris entre 4 = et C=%,, on a, lorsque K croît au dela de toute 
limite, l'égalité limite 

“dF dF 3 
15 K fF sin( Ke + 8) ae =—| F cos(KE + à) | 
(15) Lo Gesin Ke + 8) de = —| Fe cos (KE + 8) | 

En effet, le premier membre de cette égalité peut, au moyen d’une 

intégration par parties, s’écrire 


— | Feos(Ke + 0) |" +f ae cos(Kf 4-6) da 


mais la nouvelle intégrale qui figure dans cette expression est de méme 
forme que l’integrale (14). Elle tend donc vers zéro lorsque K croit au 
delà de toute limite. 

Considérons maintenant une surface s, limitée de tous côtés, dont 
les courbures varient d’une manière continue d’un point à un autre. 
Soit ds un élément de cette surface. Soient r, et r, les distances d’un 
point de cet élément à deux points fixes 1 et 0, et posons 


£ = r; —- Io. 
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Désignons en outre par G une quantité qui varie d’une manière con- 
tinue avec la position de l’élément ds, par 6 une constante, et cher- 
chons vers quelle limite tend l'intégrale 


(16) f Gsin(Ke + à) ds 


lorsque K croit au delà de toute limite. 
Pour y parvenir, traçons la surface représentée par l'équation 


= const. 


Cette surface est un ellipsoide de révolution ayant pour foyers les deux 
points 1 el o. Cet ellipsoide coupe la surface suivant une certaine ligne. 
Envisageons la partie de la surface s qui se trouve comprise entre deux 
de ces lignes d’intersection, l’une correspondant à la valeur variable € 
et l’autre à une valeur constante arbitrairement choisie de &, que nous 
nommerons Z. Posons 


(17) F(t) =+ f Gas, 


l'intégrale qui s'étend à la portion de la surface s que nous venons de 
définir étant précédée du signe + si l’on a ¢ >Z et du signe — si l’on 
a € < Z. D’après ces notations, si nous supposons que & soit un accrois- 
sement positif, nous aurons 


dF | 
Ta f Gas 


integration qui s’étend à la portion de la surface s comprise entre les 
lignes d’intersection de cette surface avec les deux ellipsoides qui cor- 
respondent aux valeurs ¢ et € +-d¢ de €. Désignons par &, la moindre 
valeur de © sur la surface s et par €, la plus grande valeur de € sur la 
méme surface. L’intégrale (16) aura alors pour valeur 





“ dF | . 
J ae Sin (KE + 8) de, 


Elle deviendra donc identique à l'intégrale (14). Elle tend done vers 
zéro lorsque K croit au dela de toute limite si la fonction F(&) est con- 


4 


SUR LA THÉORIE DES RAYONS LUMINEUX. 317 


tinue en tous les points de la surface s. C’est ce qui a lieu si ¢ n’a une 
valeur constante pour aucune portion d’aire finie de la surface s. 

Envisageons maintenant, en conservant les mêmes notations, l’ex- 
pression 


(19) K f Gsin(KS + à ds. 
Par une transformation semblable elle devient identique à l’intégrale 
K fF sin(KE + 8) & 


qui forme le premier membre de l'égalité (15). Si done la quan- 


tité D définie par l'égalité (18), est continue en tous les points de la 


surface s, cette intégrale tend vers le second membre de l'égalité (15) 
lorsque K croit au delà de toute limite. 

La dérivée 5 est discontinue si la quantité ¢ est constante le long 
d’une portion d’étendue finie du contour de la surface s. Si l’on exclut 
ce cas d’exception, cette dérivée ne peut présenter de discontinuité que _ 
si la différentielle d¢ s’annule en un point de la surface. Il nous faudra 
chercher en particulier ce qui arrive dans ce cas. Si, pour le moment, 
laissant de côté ces cas d’exception, nous admettons l’exactitude de 
l’egalite (15), nous en déduisons sans peine que l’expression (19) tend 
vers zéro lorsque K croit au dela de toute limite. En effet, en vertu des 
hypothèses que nous faisons en rejetant les cas d’exception, c’est seu- 
lement pour un point ou pour un certain nombre de points du contour 
de la surface s que & atteint sa plus grande valeur. Il en est de même 
pour la plus petite valeur de ¢. Pour chacun des points dont il s’agit, 


l'intégrale [Gas dont il faut calculer la valeur pour obtenir, au moyen 


ye ae, dF . . 
de l’egalite (18), la valeur correspondante de a est un infiniment petit 
d’un ordre plus élevé que l'ordre de & ; la valeur correspondante de 
oF est donc égale à zéro. 


dt 
Cherchons maintenant la valeur de l’expression (19) dans le cas où 
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d£ s’annule en un point de la surface s. Soient 


l’&quation de la surface s, et x, y, 5 les coordonnées du point où ay 
s’annule. On a alors 





ar, Oo __ y Ox 
dx dr On’ 
Ory Ore _ O8 
OV Oy ‘dr 


Or, | Ore | L Og 


Os Os "Os 





I, désignant un facteur indéterminé. Soient a,, B,, y, les cosinus des 
angles que fait avec les axes de coordonnées la ligne menée du point 1 
au point de coordonnées x, y, 3; soient &,, Bo, Yo les cosinus des angles 
que fait avec les axes de coordonnées la ligne menée du point o au point 
de coordonnées x, y, =; soient, enfin, a, 6, + les cosinus des angles que 
fait avec les axes de coordonnées la normale N menée à la surface s au 
point de coordonnées x, y, 3. Les égalités précédentes peuvent s’écrire 


A, + Ao — M2, 


(20) Di + Do — M3, 
it Yo = My. 


M désignant un nouveau facteur. 
Ces égalités démontrent tout d’abord que les trois lignes r,, r, et N 
sont dans un même plan; elles montrent aussi que l’on a 


M (oa, + BBı + 771) = M(ax + 830 + yo). 


Cette dernière égalité exprime que l’on a l’une des deux conséquences 
suivantes : 

Ou bien l'on a 

M — 0, 
c'est-à-dire 
41 — — Los = — pos 7i—— Jos 

et alors le point de coordonnées x, y, = est situé entre les points 1 et o 
sur la droite qui les joint. 

Ou bien les deux directions que définissent les cosinus «,, 3,, y, 
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et a, Bo, Yo forment des angles égaux avec la direction de la nor- 
male N. Dans ce dernier cas, les lignes r, et r, se trouvent de part et 
d'autre de la normale N, à moins qu’elles ne coincident avec cette nor- 
male ou avec son prolongement; car les égalités (20) ne peuvent être 
vérifiées par a, = is By = B,, Yo — Y:, à moins que les lignes r, et r, 
ne coincident avec la normale N ou avec son prolongement. 
Changeons maintenant la signification des lettres x, y, s. Designons 
par x, y, 2 les coordonnées d’un point variable de la surface s par 
rapport à un système de coordonnées ayant pour origine le point qui 
avait précédemment pour coordonnées x, y, 5 et ayant pour axe des s 
la normale N. Supposons, en outre, que la surface s soit réduite à une 


. . . . . ,. . , | 
aire infiniment petite, bien qu’infiniment grande par rapport à „- Il 


nous suffira évidemment de calculer la valeur de l'intégrale (19) dans 
cette hypothèse, car ce que nous avons déjà démontré nous prouve que 
addition de nouvelles parties à la surface s ne modifierait pas la valeur 
de l'intégrale. 

La surface s a alors pour équation 


(21) 3 = AL + 20aTY + Ay y’, 
A, Ayo, Ao, étant des constantes. On a, en outre, 
ds = dx dy. 


Pour déterminer la forme des lignes d’intersection de la surface s avec 
les surfaces € = const., nous allons former l'expression de ¢ et déve- 
lopper ¢ suivant les puissances croissantes de x et de y. 

Soient 2, Yo, 3, les coordonnées du point o, et posons 


p= Vai yt a. 


Nous aurons alors 


ro—=V{(x — Lo} + (Y — Yo)? + (5 — 30)? 
Pom V3 — 272%, — AV o— 2330 + L+ P+ 3%, 


Considérons x et y comme des quantités infiniment petites du second 
ordre, et développons 7,, en faisant usage de l’équation (21), jus- 


ou bien 
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qu'aux quantités du second ordre inclusivement. Nous aurons alors 


__ÆLo+YYo _ AnL +242) + any. + x+y? (Lot Yo)? 


"=D 0 
Po Po 2 fo 20 


Mais les quantités &,, Bo, Y. qui figurent dans les égalités (20) veri- 
tient les relations 


So, , 
Po Po Po Vo 
on a donc 
ro Po + XT + Boy + (ar + 22 TY + Age ¥*) Yo 
+ sp, let — a8) — ary 080+ y(t — B2)). 
Posons de méme 
Ps VU + Vit 533 


nous trouverons 
r, = Pi: + Ay T + 817 + (ar? + 243 ty + Ase }*)y: 
+ on, [.22(1— a2) — arya, + y?(1 — 8?)]. 


Mais, grace au systeme particulier de coordonnées que nous avons 


adopté, nous avons 
a=0 et B=o, 


et, par conséquent, en vertu des égalités (20), 


A, + Lo — O» Bi + Bo = 0. 
Nous aurons donc N 


C= Ant Aut?+2AiTy + Any! 
égalité dans laquelle on a 


Ao = Po + Pis 


1— ai  1— a 





Aus = Aas (Yi + Yo) + 


(22) An Q42(¥1 + Yo) — ar 


Aas aylyıty) + LP + EBS. 
Aaa Ay Yır Yo 2P; "2. 
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Les courbes d’intersection des surfaces € = const. avec la surface s 
sont, d'après cela, des sections coniques semblables et semblablement 
placées qui ont toutes pour centre l’origine des coordonnées. Suppo- 
sons que l’équation de ces sections coniques rapportées à leurs axes 
principaux soit 

6 — Ao= pyr? + pay’, 


ou bien, en d’autres termes, désignons par pu, et uw. les racines de 
l’equation du second degré | 


(23) (Ay; — 2) (Ass — #) — Af, = 0. 


Si les deux quantités u, et x, sont de même signe, les sections coniques 
considérées sont des ellipses. Dans ce cas, si les quantités u, et u, sont 
toutes deux positives, A, est une valeur minima de ¢; si, au contraire, 
les quantités u, et a, sont toutes deux négatives, A, est un maximum 
de ¢. Dans le premier cas, l’aire de l’ellipse qui correspond à une cer- 
taine valeur de & a pour valeur 


n( — Ao) , 
VE ba 





Dans le second cas, elle a pour valeur 


T(A,- - I 
VE Pa 





Dans les deux cas, les radicaux doivent être pris avec le signe +, de 
telle façon que la racine carrée d’une quantité positive soit elle-même 
une quantité positive. 

Reprenons maintenant l'égalité (17). Donnons la valeur A, à la quan- 
tité que, dans cette équation, nous avions désignée par Z. Pour toutes 
les valeurs de ¢ qui correspondent à des ellipses situées entièrement à 
l’intérieur de la surface s, nous aurons, dans l’un comme dans l’autre 
cas, 

F(t) = G FE) 
V RiP: 


> 





égalité dans laquelle G se rapporte au point de coordonnées x = 0, 
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y =o. Nous aurons alors 








dF 1: 
dr = G e 
> VRıka 
Supposons qu'aucune partie du contour de la surface s ne coïncide 
9 e . ’ dF e u 9 
avec l’une des ellipses que nous considérons; qe varie alors d’une 


manière continue à l’intérieur de cette surface; cette quantité s’an- 
nule pour la deuxième valeur limite que prend © sur la surface s. 
Done, lorsque K croit au delà de toute limite, si u, et x, ont des 
valeurs positives, l'expression (19) tend vers 


GT cos(KA, + 6) 
Vs ps 





(24) 


et, si u, et uw, ont des valeurs négatives, elle tend vers 





(25) G TE eos(KAo+ 9). 
Ve He 


Le calcul à effectuer n’est pas aussi simple dans le cas où u, et u, ont 
des signes contraires. Les sections coniques sont alors des hyperboles. 


dF . . ° e 
Dans ce cas, 7 est discontinu pour © = Ag. Prenons les axes princi- 
3 


paux des sections coniques pour axes de coordonnées et donnons à la 
surface s une forme particuliere : celle d’un rectangle dont les cötes, 
parallèles aux axes principaux, sont représentés par les équations 


T=+A, = + b, 


Arrangeons-nous de telle manière que les sommets de ce rectangle 
soient sur les asymptotes. Il faudra pour cela que nous ayons 


ayn=by- pc, 


4, élant supposé posilif et 1, négatif. L’axe transverse de I’hyperbole 
qui correspond à une certaine valeur de € coincide alors avec l’axe des 
x si, pour cette valeur de &, ¢ — A, est positif, et avec l’axe des-y si 
© — A, est négatif. Donnons maintenant de nouveau à la quantité Z, 
définie à propos de l'égalité (17), la valeur A,, et nous aurons, pour 


pret 
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les valeurs de ¢ supérieures à Ag, 


| h a BEE 
FQ) =G(2ab— A f VEE Ade), 
V— Be *.. Na 





Pı 


G se rapportant encore au point de coordonnées x =o, y = o. De là, 
nous déduisons 


G.2 f dx 
Te —- rire 
v Pa I Ve ur — 4 + Ao 


VE 


| 














Mais on a 
” ds , ee 
f ja =log(s + \/s?—1). 
, V3 1 
On a done 
fp? 7 
6-10 C -! \< 7 s+ A, 
> V-- Bis VE — Ao 


e+ ye+t— A, 
© -6— = log EN EE a, 
CV Bas VAo— 3 








Remarquons maintenant que la moindre valeur de ¢ correspond aux 
points de coordonnées x = 0, y= + b et est égale à A, — c?, tandis 
que la plus grande valeur de ¢ correspond aux points de coordonnées 
r=ta, y —o, elest égale à A, + c?; nous aurons alors, pour valeur 
de l'expression (19), 


G BE K 
\ His 








À LOL 
c+Vc®+F— A, . . x 

| log — =. "sin(K + à) d$ 
ur 


.nAute? Var =-— . 
+f og SCRE Banchs + aye] 


Dans la première de ces intégrales, posons 
A, — -= 2. 


Dans la seconde, posons 
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L'expression précédente deviendra 











G— 2K [ ‘log + VE é fsin(KE-+KA, +6) — sin(KZ —KA,—3)] d: 
V—PiPs 2’, vs 
ou bien 
4 “ ®+Yc—; ce je 
G --————.- K sin(KA,-+ à) log —— cos K¢ de. 
V— pbs «90 VE 
Mais on a 


; c—E\=" a 
= (sink log VS) -[ sin KE 7 lo8(c + ct-—E) de 
| 0 


ce? 
I sinKE „ 
2 0 5 


Le premier de ces trois termes est égal à o pour toute valeur deK, 
car la quantité entre parenthèses s’annule aussi bien pour &=c? que 
pour § — 0; la deuxième rentre dans la forme générale de l’expres- 
sion (14); comme log(c + Vc? — §) est continu même pour § = e?, 
elle tend vers o lorsque K croit au delà de toute limite, bien que sa 
dérivée croisse au delà de toute limite. Enfin, pour K = +, le troi- 


sieme terme devient 
N f sinu du 
— an Ÿ 
2 0 [2 
LS q T 
c’est-à-dire -- 


La valeur de l’expression (19), valeur que nous cherchions à déter- 
miner, est donc, dans le cas où les quantités p, et p., sont de signe 
contraire, 


(26) G—7— sin(KA, + 8). 
Hi Ha 


Pour continuer la discussion des expressions (24), (25) et (26), 
nous aurons à faire usage de cette relation 


(27) Per ba = Aqy Age — AT, 
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que l’on obtient tout de suite en remarquant que p, et 1, sont les 
racines de l’équation (23). Dans cette égalité (27), A,,, A,:, Ao. ont 
les valeurs données par les égalités (22). 

Ainsi que nous l’avons déduit des équations ( 20), les raisonnements 
qui précèdent se rapportent à deux cas distincts : le premier de ces 
deux cas est celui où la surface s est rencontrée par la ligne droite qui 
joint le point r au point o; le second est celui où la surface s renferme 
un point jouissant de la propriété suivante. Les lignes menées de ce 
point au point ı et au point o sont dans un même plan avec la nor- 
male à la surface en ce point et forment des angles égaux avec cette 
normale. Le premier de ces deux cas demande à être examiné de plus 
près. 

Dans ce cas, ona 


A, Ay-= 0, B,-+ 30= 0, Zit Jo= 0. 


Les égalités (22) donnent alors 
me aed 
me id 
d 


Ces égalités, jointes à l’égalité (27), 


Les racines 1, et uw, de l’équation (23) sont 


1/1 I 1/t 1” 

(+2) et (EE )rt 

3 \P1 Po 3 \Ppı Do 
Elles sont toutes deux positives. On peut donc remplacer l’expres- 
sion (19) par l’expression (24) qui devient égale à 


(28) +arG Oe >, Cos[K (ps + po) + 3]. 
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Dans cette expression, on prendra le signe + ou le signe — suivant 
que y, sera positif ou négatif. 

Dans tous les raisonnements dont l'expression (19) a été l’objet 
jusqu’à présent, 6 était considéré comme une constante; mais ces rai- 
sonnements resteraient exacts si 6 représentait, comme G, une quantité 
qui varie d’une manière continue avec la position de l'élément ds; il 
faudrait seulement, dans les expressions (24), (25), (26) et (28), 
entendre que 6 se rapporte, comme G, au point de coordonnées x = 0, 
y = 0. On le reconnait au moyen de la remarque suivante : 


La formule 
sin( KS +06) =cosösinK5 + sind cosK£ 


permet, dans le cas où à est une quantité variable, de remplacer l’in- 
tégrale (19) par une somme de deux intégrales de même forme, dans 


l’une desquelles 4 a la valeur constante o, tandis que, dans l’autre, 6 a 


T 
la valeur constante = 


Les résultats que nous venons d'obtenir nous rendent maintenant 
facile la démonstration de la proposition relative à l'intégrale fe ds 


que nous avions énoncée au début de ce paragraphe. 
Supposons tout d’abord que 9 ait la forme donnée par l'égalité (13), 
c'est-à-dire que > ait la forme donnée par l'égalité (3). Posons 


2% 
ak 


és 

— 2% T — 9. 
Nous voyons alors que la partie de l’integrale considérée qui provient 
du premier terme de © est toujours égale à 0; quant à la partie de 
cette intégrale qui provient du second terme de ©, elle est aussi égale 
à o, à moins que la surface s ne soit rencontrée par la ligne qui joint 
le point o au point 1, ou bien encore qu’il n'existe sur la surface s un 
point tel que les lignes joignant ce point aux deux points o et 1 soient 
situées dans un même plan avec la normale à la surface s en ce point 

et forment avec elles des angles égaux. 
Mais, même dans ce dernier cas d'exception, l'intégrale considérée 
est égale à o; en effet, pour obtenir sa valeur, il faut, dans les expres- 
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sions (24), (25) ou (26), remplacer G par la valeur que prend au point 
considéré la quantité 


I Ir, Or, 
(29) Fire (Sa N ): 
Mais 2” et are sont les cosinus d’angles qui sont égaux entre eux. La 
oN ON a) q a 8 ate Pi; 


valeur en question n’est donc autre que o. : 
Par conséquent, c'est seulement dans le cas où la surface s est rencon- 


tree par la ligne qui joint les deux points o et 1 que l'intégrale | Qds 


diffère de o. Pour obtenir, dans ce cas, la valeur de cette intégrale, il 
suffit, dans l'expression (28), de remplacer G par la valeur de la quan- 
tité (29) au point de rencontre de la droite qui joint les points o et 1 
avec la surface s. Supposons que la direction de la normale N, qui 
figure dans l’égalité (13), coincide avec l’axe des z auquel se rapporte 
la quantité y, qui figure dans l'expression (28). Nous aurons 


SE 


li Ors 


oN — 71s ON 7/1 


et, par conséquent, la quantité (29) aura pour valeur 





Des lors, nous aurons 





ou bien 


Dans cette égalité, on prendra le signe + ou le signe - selon que *, 
est positif ou négatif, c'est-à-dire selon que la normale N fait avec la 
ligne qui joint le point ı au point o un angle aigu ou un angle obtus. 

Le raisonnement que nous venons d'exposer démontre la proposition 
énoncée pour le cas particulier où & a la forme donnée par l'égalité (3). 
Cette proposition ne cesse pas d’être exacte lorsqu'on passe, par le pro- 
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cédé qui a été indiqué, de la forme de + donnée par l'égalité (3) à la 
forme plus générale donnée par l'égalité (4). 


4. Il n'est possible de déduire des conséquences de l'équation (12) 


que si l’on a auparavant determine les valeurs de > et de 7 à la sur- 


face du corps dont cette équation suppose l'existence. 

Supposons que des vndes lumineuses planes, se propageant dans un 
milieu transparent, viennent tomber sur la surface plane qui sépare ce 
milieu d’un autre milieu. Elles donnent naissance à des ondes planes 
réfléchies et réfractées. Le fait que ces ondes existent et présentent la 
direction que l'expérience leur assigne peut être regardé comme la 
conséquence de la proposition suivante : 


Entre les déplacements que subissent des particules d’ether situées dans 
les deux milieux au voisinage immédiat de la surface de séparation des 
deux milieux et les derwees de ces déplacements, ıl existe des relations 
linéaires, homogènes, a coefficients constants. 


Supposons que 9, soit la valeur de la quantité 9 au point de coor- 
données &, n, €, pour la lumière incidente; que 9, soit la valeur de la 
quantité > au même point pour la lumière réfléchie. Supposons que & 
soit négatif pour le premier milieu et positif pour le second milieu. 

Soit 





} T 





I:+mnon-+-n t+e 
9 = Acosar| ’ 


I, m, n désignant les cosinus des angles que fait avec les axes de coor- 
données la normale à l’onde incidente dirigée dams le sens où cette 
onde se propage. On a alors, d’apres la supposition que nous venons 
d'indiquer, 


!E+-mn—ne 41 + 
Gr = oA cosan( "TS — a. 


Dans cette formule, c et y sont des constantes dont la valeur dépend 
de la variable que représente le symbole 9, de l’angle d'incidence, de 
l'état de polarisation de la lumière incidente et de la nature des deux 
milieux. D'après cela, on a, pour ¢ = o, en remplaçant les symboles 5; 
el ©, par les symboles 9;(¢) et 9,(2) auxquels on attribuera la mème 
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signification, 


(30) pr(t)=co(t+}y) 


et 
0 9,(¢) —_¢ Oo(t+y) 


o” 0% 








Si l’on désigne par N, comme dans ce qui précède, la normale à la 
surface de séparation des deux milieux dirigée vers l’intérieur du pre- 
mier milieu, la seconde équation pourra aussi s'écrire 


(30 bis) Fett) __ 9 ede y). 


Si la lumière incidente était composée d’un ensemble d'ondes diver- 
sement orientées, les quantités 9, et 9, seraient l’une et l’autre la somme 
d’un certain nombre de termes dont chacun serait analogue aux quan- 
tités que, dans les égalités précédentes, nous avons désignées par ces 
mêmes lettres 9; et o,; chacun de ces termes vérifierait alors des éga- 
lités analogues aux égalités (30) et (30 bis). 

Ces théorèmes trouvent une application immédiate au cas auquel 
s'applique l’équation (12), si l’on suppose que la longueur d'onde À 
est infiniment petite, et que la courbure de la surface du corps consi- 
déré ne prend en aucun point une valeur infiniment grande. 

En vertu de l'équation (12), la quantité 9, c’est-à-dire la valeur 
de © pour un point quelconque o de l'espace considéré, se présente 
comme une somme de termes dont l’un provient de l’action du point 
lumineux 1, et les autres d’une couche de points lumineux distribués 
sur la surface qui limite cet espace. Prenons un point o infiniment 
voisin de celte surface, et supposons même que sa distance à cette sur- 
face puisse être regardée comme infiniment petite par rapport à À. Les 
ondes lumineuses qui rencontrent ce point doivent être regardées les 
unes comme des ondes incidentes, les autres comme des ondes réflé- 
chies ou réfractées, selon qu'elles marchent du point vers la surface 
ou de la surface vers le point. Les points lumineux dont proviennent 
les premières ondes sont tous situés d’un même côté d’un plan indéfini 
mené par le point o parallèlement à l'élément de la surface limite le 
plus voisin du point o. Les points lumineux d’où proviennent les 
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secondes ondes sont situés de l’autre côté de ce mème plan. Supposons 
qu'il n'existe dans le second milieu aucune onde incidente; le premier 
renfermera alors uniquement des ondes incidentes et des ondes réflé- 
chies. Supposons que la quantité +; se rapporte au mouvement deter- 
miné au point que désigne ici la lettre o par la lumière incidente; que 
9, se rapporte au mouvement determine par la lumière réfléchie; enfin 
9 au mouvement résultant des deux précédents. Nous aurons 
P—pit+or 

el 

99 _ dpi, dr, 

ON ON ON 

En outre, on aura à faire usage des équations (30) et (30 bis) si la 
lumière se compose d’un seul système d’ondes; si l’on a à considérer 
plusieurs systèmes d'ondes, on fera usage des égalités qui corres- 
pondent alors aux équations (30) et (30 dis). A propos de ces der- 
nières, nous avons indiqué en quoi consistaient ces égalités. 

Il est un cas plus simple et plus accessible à l'imagination que le cas 
général. C'est celui où le second milieu est formé par un corps comple- 
tement noir, c'est-à-dire par un corps qui ne peut ni réfléchir la lumière 
ni la transmettre. L'expérience montre que si la lumitre se propage 
dans un corps avec la même vitesse que dans le milieu ambiant, que 
si, de plus, ce corps absorbe les rayons lumineux avec une énergie suf- 
fisante, ce corps sera complètement noir. Dans ce cas, comme dans le 
cas d’un corps opaque quelconque, il n'existe aucune onde qui se 
meuve à l’intérieur du corps et qui vienne rencontrer sa surface; nous 
nous trouvons donc dans les conditions que nous avons supposées rem- 
plies. De plus, pour un semblable corps, la quantité que nous avons 
désignée par c est toujours égale à o. Donc, les conditions qui doivent 
être supposées remplies à la surface d’un corps complètement noir sont 
les suivantes : 


(31) Or —= 0 Opn _ 
Cela posé, si nous imaginons que le corps dont l’equation (12) sup- 


pose l’existence soit un corps parfaitement noir et que sa surface soit 
convexe en tout point, nous trouverons aisément les valeurs que & et 
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+ doivent prendre aux divers points de la surface de ce corps. Menons 


un plan tangent à la surface du corps, et, du côté de ce plan où le corps 
ne se trouve point, menons un second plan parallèle au premier et infi- 
niment voisin du premier. La surface du corps est située tout entière 
d'un même côté de ce plan. Dès lors, les termes qui proviennent d’un 
élément quelconque ds de la surface figurent toujours dans l’expression 
de la quantité o,, jamais dans l'expression de la quantité &;. Traçons 
un cône ayant pour sommet le point lumineux 1 et tangent à la sur- 
face. La ligne de contact de ce cône avec la surface partage cette der- 
nière en deux régions : l’une est vue du point lumineux, l’autre lui est 
cachée. Désignons ici encore par 9’ la valeur de la fonction 9 relative au 
mouvement que prendrait le point o si le corps noir était enlevé. Si le 
point o est infiniment voisin de la région de la surface du corps qui est 
vue du point 1, le terme qui provient du point 1 entre dans l’expres- 
sion de 9, et a pour valeur +’. Si, au contraire, le point o est infiniment 
voisin de la région cachée au point 1, c'est dans l'expression de ¢, 
qu'entre le terme provenant du point ı. 
On a donc, pour tous les points de la premiere région, 


(32) o=9’, ON — ON? 





où bien, en vertu des égalités (31), 


(33) p=0, =o, 


Supposons maintenant que le corps noir, au lieu d’être entièrement 
convexe, ait une forme quelconque. Les équations (31) seront encore 
vérifiées si l’on écrit les équations (32) pour tous les points où la sur- 
face du corps est rencontrée pour la premiere fois par une droite issue du 
point 1, et les équations (33) pour tous les autres points. En effet, si 
l'on admet l'exactitude de ces équations, on déduit du théorème dé- 
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montré au n° 3 que l'intégrale fe ds, étendue à toute la surface du 


corps, s’annule lorsque le point o est infiniment voisin de la premiere 
région de la surface, et est égale à — 479, lorsque le point o est infi- 
niment voisin de la seconde région; cela étant, il suffit de faire usage 
de l'égalité (12) pour obtenir pour toute la surface les égalités (31). 

Mais le théorème que nous avons démontré conduit à une autre consé- 
quence : supposons le point o situé n’importe où dans un milieu trans- 
parent. Si la ligne qui joint les points ı et o ne rencontre pas le corps 
noir, nous aurons 9, = 9,- Si, au contraire, cette ligne rencontre le 
corps noir deux ou plusieurs fois, nous aurons 2,= 0. Remarquons 
maintenant que nous pouvons regarder 9, comme représentant l’une 
quelconque des composantes u, #, w du déplacement du point o, et 
nous pourrons énoncer de la manière suivante la proposition que nous 
venons de démontrer : dans le premier des deux cas que nous venons 
d'indiquer, le mouvement lumineux au point o est le même que si le 
corps noir n'existait pas; dans le second cas, le point o se trouve dans 
une complète obscurité. Cette proposition nous montre que le corps 
noir porte une ombre, que la lumière se propage rectilignement en 
rayons que l'on peut regarder comme indépendants les uns des autres. 


5. Dans le numéro précédent, nous avons fait usage d’un théorème 
énoncé au commencement du n° 3. En énonçant ce théorème, nous 
avons indiqué certaines conditions sans lesquelles il n’est plus exact. 
Lorsque ces conditions ne sont pas remplies, les conséquences que 
nous venons de déduire du théorème ne sont plus vraies. Alors se pro- 
duisent des phénomènes de diffraction. 

Concevons un point lumineux ı entouré par un écran complètement 
noir percé d'une ouverture. Nous appellerons bord de l'ouverture la 
ligne de contact de la surface du corps qui forme l'écran avec un cône 
issu du point ı et circonscrit à cette surface. Cette ligne partage la sur- 
face de l'écran en deux régions, une région intérieure et une région 
extérieure. 

Designons par s une surface lunitée au bord de l'ouverture et for- 
mant, soit avec la surface interne de l'écran, soit avec la surface 
externe, une surface fermée qui entoure le point lumineux. 


- 
ee rt 


M 
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Supposons que le point o occupe une position quelconque extérieure 
a ces deux surfaces fermées. Alors, en vertu de l'équation (12), des 
hypothèses relatives aux corps noirs, des équations (32) et (33), 
enfin en vertu de l’équation (10), nous aurons 


(34) inga= f Qds, 


en entendant que, pour former la fonction Q qui figure dans cette éga- 
lité, on remplacera © par 9’. L'intégration s'étend à la surface s. 

Les phénomenes de diffraction ne peuvent se présenter que dans les 
deux cas suivants : ou bien la quantité 7, + 7, est constante à un infi- 
niment petit pres pour une portion finie de la surface s ou de son con- 
tour, ou bien la ligne droite qui joint les points ı et o passe infiniment 
pres du contour de la surface s. 

Fresnel a observé les phénoménes qui se produisent aux divers 
points de l’axe d’une ouverture circulaire ou d’un écran circulaire, le 
point lumineux appartenant lui-même à cet axe. Les deux quantités, 
et r, étaient alors sensiblement constantes pour tous les points du con- 
tour, et, par conséquent, il en était de même der, + 75. 

Dans les phénomènes que Fresnel a nommés phenomenes de diffrac- 
tion, par exemple dans les franges qui se produisent pres du bord de 
l’ombre d’un écran, la ligne qui joint les points 1 et o passe infiniment 
pres du contour de la surface s. 

Fraunhofer a étudié une autre classe de phénomènes de diffraction. 
Considérons seulement le cas où ces phénomènes sont produits, sans 
le secours d'aucune lentille, sur un tableau infiniment éloigné au 
moyen d’un point lumineux infiniment éloigné. Dans ce cas, r, + 7, 
est sensiblement constant pour tous les points de l’ouverture. 

Cherchons quelle est, dans ce cas, la valeur de l'intensité lumineuse 
au point o. Dans ce but, posons tout d’abord, conformément à l’ega- 
lité (3), 

(35) =; cosar( 5) à) 
La quantité Q prend alors la valeur donnée par l'égalité (13). Les 
deux termes dont se compose cette quantité, grace à l’infinie petitesse 
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de A, ne sont pas du même ordre de grandeur, à moins que la quantité 


Ory _ Oe 
ON ON 
ne soit infiniment petite; il est inutile de considérer ici ce cas parti- 


culier. 
D’après ce que nous venons de dire, l’équation (34) donne 


r r r €. 

MCE) (2 - fe 
Pour éviter les longueurs, supposons que la surface s soit plane et 
que ses dimensions soient assez petites par rapport 47, et à 7, pour 
que, toutes les fois que r, et r, ou bien leurs dérivées par rapport à N 
figurent autrement que comme argument d’un sinus, on puisse les 
regarder comme des constantes; supposons, en méme temps, que les 
lignes r, forment des angles infiniment petits avec les prolongements 
des lignes r,. Nous aurons alors 


Oro __ Ors 
ON ON 


Ad or; . Hr _ & 
Pr IN Sl T)%. 
Supposons maintenant que l’on généralise l’expression de ©’ par la 
methode que nous avons indiquée pour passer de l’égalité (3) à l’ega- 
lité (4). Nous aurons alors 


et 


(36) "= Pcosan( 4! -4)+ 7 sine (FF) 
. 1 , 


D et D’ étant des quantités qui dépendent de la direction du rayon 
allant du point lumineux 1 au point de coordonnées x, y, 3. Cette éga- 
lite conduira à la suivante 


I or, ry, +To ryt 1) 
= Lars ON [D fsinan( I 7) 4 —D' fcosan( 5 ee | as], 
D et D’ ayant la même signification que dans l’égalité précédente. 
Nous pouvons maintenant supposer que 9 désigne l’une quelconque 
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des composantes u, ¢, w du déplacement. Faisons cette supposition, et 
remplaçons D et D’ par A et A’ si 9 représente u, par B et B’ si 9 repré- 
sente v, par C et C’ si 9 représente sy. Dès lors, d’après la definition 
donnée au n° 1 pour l’unité d'intensité, l'intensité de la lumière en un 
point de l’ouverture diffringente a pour valeur | 


a (A+ A+ B+ B24 0409), 
1 


Désignons cette intensité par I, et posons 


mor 
c= fcosar = "ds, 


ri+r 
s= [sinar . 5 ° ds; 








l'intensité au point o aura pour valeur 


Ô . 2 
lan (SN) (c+ st). 


Un grand nombre de mesures ont montré l'accord de cette formule 
avec l'expérience ('). 


6. L'égalité que nous venons de démontrer suppose essentiellement 
que les dimensions de l’ouverture diffringente sont très grandes par 
rapport à la longueur d'onde. Pour obtenir les spectres de diffraction. 
on emploie souvent des réseaux dont les fentes ont seulement une lar- 
geur d’un petit nombre de longueurs d'onde. On ne saurait donc 
regarder comme permise l’applieation de l’égalité précédente à ces 
réseaux (?). Cependant, les mesures auxquelles nous devons la con- 
naissance des longueurs d’onde ont montré que l'emploi de cette éga- 
lité donnait avec une grande exactitude la position des maxima de 
lumière. Les considérations suivantes montrent comment ce fait peut 
s'expliquer au moyen des hypothèses fondamentales qui ont été admises 
par nous. 





(1) Foir Frôuzicu, /P’iedemann’s Annalen der Physik und Chemie, Band VI, p. 429. 
(2) Foir Frönuicn, /Fiedemann’s Annalen der Physik und Chemie, Band VI, p. 430, et 
Band XV, p. 592. 
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Considérons un réseau sur la nature duquel il nous est inutile de 
faire aucune hypothèse; ce pourra être un réseau de fils ou un réseau 
tracé sur noir de fumée, ou encore un réseau à traits de diamant. Sup- 
posons que ce réseau soit placé dans l'ouverture d’un écran plan formé 
par un corps complètement noir. Supposons que cet écran s’etende 
indéfiniment dans tous les sens. Designons par ds un élément du plan 
du réseau ou, pour parler d’une manière plus précise, un élément d'un 
plan infiniment voisin du réseau et situé du côté du réseau où se trouve 
le point o. Nous pouvons alors faire usage de l'égalité (9). Si l’on sup- 
pose que r, soit infiniment grand, cette égalité se simplifie et devient 


4rpo(t)=— J — 


Prenons le plan auquel appartient l'élément ds pour plan des xy du 
système de coordonnées. Supposons que l’axe des x soit perpendicu- 
laire aux traits du réseau et que l’origine soit au centre du réseau sup- 
posé rectangulaire. Soit p, la distance de l’origine au point o. Soient 
Lys Bo» Yu les cosinus des angles que la droite menée de l'origine au 
point o fait avec les axes coordonnés. Nous aurons 


Fo = Po Tr — Bor, 
or, 


aN = et ds = dx dy. 


On a ensuite 


l . 14 
o(¢)=Acosanz= + A’sinan—» 





T T 
_ 99(f)_ 4, L of 
Ko= IN = B cosa x + Bsin2r 
rag) _ anh nt An! 
a ot ay VE BR T3 SIN a 


égalités dans lesquelles A, A’, B, B’ sont des fonctions de x et de y. En 
reportant ces valeurs dans l'expression de 9, et en choisissant conve- 
nablement l’origine des temps, on trouve 


Po =f fe cosan( + + Bae Po. 22 Ber) + C’sinan( + ee] dr dy. 
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Les quantités C et C sont inversement proportionnelles à 9,; ce sont des 
fonctions linéaires de y,. Enfin, circonstance fort importante à remar- 
quer, ce sont des fonctions linéaires et homogènes de A, A’ et B, B’, à 
coefficients indépendants de x et de y. 

Supposons maintenant que la source de lumière soit un point lumi- 
neux rejeté à l'infini dans la direction de l’axe des = négatifs. Dési- 
gnons par 2b la longueur des traits, par 27 leur nombre et par e la 
distance de deux points correspondants de deux traits consécutifs, la 
largeur du réseau sera 2ne. 

Supposons ensuite que les quantités A, A’, B, B’ et, par conséquent, 
aussi les quantités C et C’ soient liées a y de telle facon qu’elles demeu- 
rent constantes, tandis que y varie de — ba + bet qu'elles s’annulent 
lorsque y prend des valeurs situées en dehors de cet intervalle; sup- 
posons qu’elles soient liées à x de telle façon que, x variant de — ne à 
+ ne, ces quantités soient des fonctions périodiques de x ayant pour 
période e, et qu’elles s’annulent pour les autres valeurs de x. Par suite 
de ces ‘ren nous aurons tout d’abord 


sinan PL 


— Bar mn | Coosan (a + RE) 4-c'sinaz( + 8") |ar; 
= _. 


A étant infiniment petit par rapport à J, le facteur qui précède le signe 
d’integration sera infiniment petit par rapport a b si 8, a une valeur 
finie. Il aura, au contraire, une valeur finie si ß, est un infiniment 


-C 
2 





petit de l’ordre de h 

Sous le signe d’integration, supposons que nous développions C et C 
suivant les sinus et cosinus des multiples de =. Nous aurons alors, 
en désignant par À un nombre entier ou nul, à considérer les intégrales 


de la forme 


ne 
ATX. AKA) 
f cosh —— sin — [dr 
ne e À 


et de la forme 
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qui sont égales à o, et les intégrales de la forme 


ne 
27 TL 2 An FL 
cosh —— cos ——— dx 
—ne € À 


et de la forme 
ne 
OTE, AN XL 
[ sin À —— sin su dx, 
ne . 





À 


qui ont respectivement pour valeur 
+) e (5 7. ) 

sın2rne| - + — 

e ho 


sinarnel - — — 
e ? 
+ 
I Oo 
ar(-+< 
e À 


et | 
À ) . (5 +) 
SIN2r el — + — 
e 2 | 


sin anne(= — — 
Xo 
+3) 
an(- + 
e À 
Ces expressions sont en général infiniment petites par rapport à ze, 
si l’on regarde À comme infiniment petit par rapport à ne; mais elles 


deviennent finies dans le cas où 
À 


e „oe . e À 
est une quantité infiniment petite de l'ordre de —. 

On peut supposer que la quantité © désigne l’une quelconque des 
composantes u, ¢, « du déplacement du point o. On voit alors que, 
pour 

À 
mehr 8) — 0, 
l'intensité de la lumière aura une valeur infiniment grande par rapport 
à l'intensité de la lumière reçue en tout autre point du champ. C’est 


précisément ce que l'expérience a montré. 


7. Les considérations que nous avons exposées permettent bien aisé- 
ment de démontrer la loi de la reflexion des rayons lumineux. Opposons 
un corps quelconque au point lumineux ı. Pour simplifier, supposons 
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que la surface de ce corps soit recouverte par une couche d’une sub- 
stance noire laissant seulement une petite ouverture en regard du point 
lumineux. Supposons, en outre, que l’on ait choisi la forme géomé- 
trique du corps de telle sorte que le rayon réfléchi, tel que le fournit 
l'expérience, ne rencontre pas une seconde fois la surface du corps. 
Supposons enfin, comme dans ce qui précède, que la quantité 9’ se 
rapporte au mouvement qui existerait dans le milieu si le corps étranger 
ne s’y trouvait pas. 

Commençons par admettre que la quantité 9’ soit représentée par 
l'équation (35). On satisfera alors aux conditions à remplir en posant : 

1° Pour la partie de la surface du corps qui est mise à nu, 


_. Oo: _ 99" 
PP ON — ON? 


el, par conséquent, d’après l'égalité (30), 








dor __ 0 ı ri +7 
Oe =~ egy 7 cosar ( — }: 


égalités d’où l’on déduit 


d9 Og’ 9 I r; t+ y). 
A = oN — Can 7e cosar (5 Se) 


2° Pour tous les points de la surface noircie en lesquels celle-ci est 
rencontrée pour la première fois par une ligne issue du point 1, 


_ 09 _ 09’, 


77 ON ON? 





3° Enfin, pour tous les autres points de la surface noircie, 


D'après les égalités (11) et (12), la quantité dont la valeur de 9, 
dans le cas actuel surpasse la valeur que prendrait la même quantité 9, 
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si la surface tout entiere du corps étranger était noircie est la somme 
des deux intégrales 





et 
1 fe (or at) | eo) 
(37) 5 {F(R FR sinan( > T ds. 


L'intégration s'étend à la portion de surface mise à nu, portion que 
nous appellerons la surface s ('); À étant infiniment petit, si l'on sup- 
pose le point o situé à une distance finie de la surface, on pourra né- 
gliger la première intégrale devant la seconde. La différence qui existe 
entre les deux valeurs de #, est donc représentée par l'intégrale (37). 

Il en est encore de même si 9’, au lieu d’être représenté par l’éga- 
lité (35), est représenté par l'égalité (36); seules, les valeurs de c et 
de + sont différentes. L'intégrale (37) a la forme de l'intégrale (19). 
Les raisonnements relatifs à cette dernière intégrale montrent que l'inté- 
grale (37)s’annule en général. L'intégrale (19) ne s’annule pas lorsque 
la surface s est traversée par la ligne qui joint les points ı et o; mais 
l'intégrale (37) s’annule encore dans ce cas; car, au point de ren- 
contre de la ligne et de la surface, on a 








L'intégrale (37) ne peut donc différer de o que s’il existe sur la sur- 
face s un point tel que les lignes joignant ce point au point o et au 
point s soient dans un même plan avec la normale à la surface en ce 
point, et fassent avec cette normale des angles égaux. Ceci démontre 
l'existence des rayons réfléchis et donne leur direction; toutefois, la loi 
de la réflexion sera troublée par des phénomènes de diffraction si la 
quantité r, + r, est constante à un infiniment petit près pour une por- 


(!) Il serait facile de démontrer que, si le point o est situé sur la surface ou dans son 
wos ; ; 0 ; 
voisinage, cette expression redonne bien les valeurs do » et de IX que nous avons admises. 


Toutefois, nous passerons cetto démonstration sous silence. 
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tion finie de la surface s ou de son contour, ou bien encore si le pointo 
se trouve au voisinage immédiat de la surface qui limite le faisceau de 
rayons réfléchis. 

La loi que nous venons de démontrer détermine les directions des 
rayons réfléchis. On peut en déduire les propriétés géométriques d’un 
faisceau de rayons émis par un point lumineux et réfléchis sur une 
surface courbe; mais, en outre, les calculs exposés au n° 3 permet- 
tent de reconnaître comment l'intensité et la phase du mouvement lu- 
mineux varient d’un point à un autre le long d’un rayon d’un semblable 
faisceau. 

La partie de la quantité o, qui correspond à la lumière réfléchie, 
c'est-à-dire l'expression (37), est donnée par l’une des égalités (24), 
(25) ou (26), pourvu que l’on pose dans ces expressions 


K désignant une quantité indépendante de »,. Il résulte de là que, le 
long d’un rayon réfléchi, l'intensité varie avec p, de manière à rester 
inversement proportionnelle à la valeur absolue de 


Po Ps Ma 


D'après les égalités (27) et (22), cette dernière expression peut 
s’ecrire 
(D1100 + C11) (Ö2200 + En) — (Dispo + Cie)’, 
les quantités b et c étant indépendantes de po, et les quantités c véri- 
fiant les égalités 


= +(1— ai), 
Cia = — 4 & Bo, 
= (1 — 89). 


En égalant l'expression précédente à zéro, on obtient une équation 
du second degré en p, dont les racines sont toujours réelles. Nous les 
désignerons par f, et f,. L’intensité est alors inversement proportion- 
nelle à la valeur absolue de 


(Po — f1) (Po — fa) 
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L’intensite est infinie aux points p, = /, et po = fy. Ces deux points sont 
les foyers du rayon. 
Quant à ce qui concerne la phase, il faut remarquer que, d’après les 


expressions (24), (25) et (26), cette phase varie brusquement de = 


au moment oü le point o traverse l’un des foyers. 

Il est à peine nécessaire d’observer que la réfraction de la lumière 
peut donner lieu à une étude analogue à celle que nous avons faite sur 
la réflexion. 


CHANGEMENT DE VARIABLES 
(SUITE), 


Par M. E. MARCHAND, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE CARCASSONNE. 





CHAPITRE II. 


35. La formule générale relative au changement de la variable indé- 
pendante s'est présentée comme application immédiate de la série de 
Taylor. 

Cauchy, par ses célèbres Mémoires sur les intégrales définies prises 
entre des limites imaginaires, a montré que cette série découlait natu- 
rellement des deux formules 
(fe) FC) _ Se f(s) ds 

S 


aim Jo 3—X 1.2...n an) (s—a)er 


S(z)= 


Il est certain que ces intégrales remarquables contiennent tous les 
résultats qui précèdent. Je l’établirai d’abord rapidement (première 
Partie) en retrouvant les formules qui ont servi de point de départ. 

Il y a plus. Toute formule de Calcul intégral est susceptible de nom- 
breuses transformations dont il faut savoir profiter. C'est ce que j'ai 
surtout essayé de faire dans ce Chapitre en me plaçant successivement 
à deux points de vue différents, l'un général (deuxième Partie), l’autre 
plus particulier (troisième Partie). 

Comme il ne s’agit ici que de ces intégrales prises le long d’un con- 
tour C, auxquelles on n’ose pas d'ordinaire appliquer couramment les 
méthodes classiques de l’Analyse, je me suis cru autorisé à donner au 
calcul tout le développement qu’il comporte. 
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wy 
der 
en 


PREMIERE PARTIE. 


=f(2) at IT. 





2Tt 





Or, remarquant que l’integration par parties donne 


fade | A) 42 fase 


(rt Lake) nJ (Tr —-r)" 


ı f(x) 
on voll que |< ñ (a — ty)" 


(h) f(y) = PY [RE 


Or on sait que, lorsqu'il ne s’agit comme ici que de différentielles 
premières dy, le choix de la variable indépendante n'influe pas sur la 
forme du résultat. Je puis imaginer y exprimé en fonction de uw, u étant 
une fonction de x, 


u— u, (dy (u— u)? (d?y 
= (Gr) + a (3 „rot Ron: 


Ie = o et qu'on peut écrire 





re 


Yo yor 


dy ay . ys 
Remarquant que (du), (2), -.. sont des constantes et désignant 


ces constantes par y’, y’, ..., Il vient 


‚Ku Uo) du — Uy)? 
1 ay 1.2 


dy =y'— + + dR). 


On a l'intégrale 


diu — _ 
| 1.2...(2—ı) yx ae Le) +F en Het Ras 
S® (29) = ——— $e . 
G 


2TU (TZ — Xo)" 


Rien n'empêche de considérer u comme une fonction de x et de 
chercher le résidu dans cette hypothèse. Le multiplicateur de y‘ sera, 


a part le facteur numérique 1.2...(r — ı), dont je ne m'occupe pas 
pour l'instant, le coefficient de (x — x,)”""' dans le développement 
d(u — Uy)? 


par la formule de Taylor de - Ce développement est, en 


2...p 
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=~ 
wT? 


remarquant que, pour z=x,, ona 


ce qu'on indique par la notation (u — u,) 





d(u— Ug)? __ I d Cu up + ZZ 
1.2...P  1.2...P ° 


Pa wm] +... | 


=a? FE Que © ey JOE, À, 


d’après le lemme du n° 3. Ici encore, il faut tenir compte de ce que 
[(u — u,Y]? doit être considéré comme coefficient constant, 
(ul — u)? _ ‚d — ro)? 


Le coefficient de (x — ne c’est-à-dire le résidu, sera 





I I 


1.2...p aq) w)r JI’. 


Nous retrouvons la formule du début 


dy . n) [(u— - ty)? |” at an 
(A) den Flut 0)” or + 1.2 da + 


37. Dans le cas de deux variables indépendantes, on a 
A"s _1.2...8.1.2. of eon sdxdy 
dat dyB a Se Jey (a er 
Imaginons d’abord s exprimé en u et ¢ 


ILL u— u, (ds „iz a) ,+ 
= So du} 1 dv}, ~ °° 
ds ds 


Ici «+ sont des nombres; u ety peuvent être considérés comme 
des fonctions de x et y 





(u — to) (6 — 69)? 
1.2...) WR... 


I I J 
BEE BER Ser ud Ze] le 
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Le long des deux contours fermés C et C’ ce terme donnera sim- 
plement 











— Im? EEE _ À > » \pb in) 
Ve Ta. 1.2... 1.2...% ra. pt! to)" (8 — so) ess. 
Ona donc, en simplifiant et rétablissant ts 
? P dub dye’ 
dns I ditb 5 
4 N — nl _ x ( __ (n) 
(A) dir? dd =) 2...À 1. 5 [Cu - we = so) Les oder 


DEUXIÈME PARTIE. 


38. Je viens de rappeler que, si l’on prend les notations habi- 
tuelles x, y, y = f(x), on trouve 


a [Er f(r) dr 
u (x . 


dr ami — ry)" 





ou, en employant l'intégration par parties, 


fe fa)de 1f fx). Je 4 LE Cd f(x) 
(aa nL (ea) (% — 0)" 


D'après une remarque déjà faite, si /(x) est holomorphe à l'intérieur 


du contour C, 
| | 9: 
- C 


d'autre part, on sait que, mème si x n’est pas variable indépendante, 
f'(x)dr = df(r)= fi, du. 
On a donc, pour le changement de variable 
Tu), 2%=9(2), 
la formule 


dy _1.2...(n—1) f fa) du 
da" — ani c Lp(u) — p(æ)]" 








(K) 


Posant 
u—amh; d'où du = dh, 
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on a à effectuer 


I\r®-+ (a) et he] art + Sella) +. | 


Reprenant les notations habituelles, 
y" dh, 





dn y 1.2...(n —1 h h? 
— a... (non) yt - vs... (AT + — x +... 
dr" 2Ti c\ . 1.2 


Le contour C étant fermé, il suffira de calculer le coefficient A de A! 


et d'écrire 
Cy _ 1.2...(2 —1:)A. 





39. Premiere méthode. — On peut essayer de calculer directement A. 
En multipliant par A” la quantité sous le signe f, on peut écrire 


— 


dr" 


a condition de ne prendre dans le second membre que le coefficient du 


d'y , A, , h , —n 
— —1.2...(2—1) FHSEY +... DH —er... , 


terme en A?" 








Exemple 1 : 
PY _,, , A, Ah, ; ho, hh? „ 3 
T3 = Vit = y+ y"... + a" + ae 


Puisqu’il faut calculer le terme en A?, il suffit de se borner dans 
chaque parenthèse aux termes en A?. Réduisant 











Y” u ‚m T° 
1.2 X 3, TL 

y" 3 x” 3.r'.r” 
1.2 — | — -x'-t — 

I ( I =), 4 es 

3 3.4 av 3."% — x! xr” 

1.ay'{— a's ax” wet 5 _ ! ee 

Ÿ ( 1.2.3 ra 4 7) a's 

on obtient la formule connue 
dy _ z'(x'v"— y! x”) + 32 ya" — x’ 7) 


des r'5 
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Exemple II: 
h 
rau, WS a+... Sau h. 


Il vient alors 





d'y _ / h Ny -N 
Ten Zr... D (+ ye.) (au h) 


=1.2...(2—1) ("+ 29" ; .) [eau — (au) Nh, . |, 


oe nop le (RNA ERP zu) any 
drı ya 1) a4 1.2. (p=) (np) (2u) ( P) y(P), 


pal 
Le coefficient est sous forme de produit de facteurs. 
Expression générale des coefficients. — Je rappellerai les résultats 


suivants : 


1" (a+aæyr=ar— Éa-ptr +... 


+ (— rye PUP +1). (pean) 


ap Fat, ee9 
1.2... 


(+ = pet apart, 


PaPp-1 


x <a; « étant un entier positif pouvant s’annuler, 


x=), P,=:1; 
a" (at+b+...+1)- r= Vs pret PL an P-*(b+e+...+1)% 
en 


De en o8.. 
=Y ( "pp 


nn 


P._ 1 @...a} 
=) ye PH OK B+ By. Hk % 
(—1) P,-ı Pg. ..Pi a pe, ..P* RÉ ray HUE, 


. k 
B+y+...+i=a. 


Si l'on veut avoir seulement le coefficient de A”-', il faudra donner 
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à 5, y, -.., À des valeurs telles que 

B+2y+...+(k—-ı)len-ı, 
et, pour chaque valeur de x qu’on en déduit par 


a=Bt+yt+...+A, 
calculer 
(— Jp P,-ı+r2 I 


P,-ı Ps...Pı p$...pr 


On arrive à cette règle 


A As à 
—A,y' + —y + 1.27 +...+ Tai)” 


Pro (z’)P.. (x(t) 
A =) —1)% +21 — 
p= Yio Pg...P),P8...Ph (are 


a, ß, ..., A étant des entiers positifs tels que 


B+2y+...+(k-ı))=n—p, 


On déterminera d’abord les systèmes de valeurs de B, y, ..., A satis- 
faisant à la première équation; on en déduira x et, par suite, le coef- 
ficient de A,. 


40. Deuxième méthode. — En posant 


on à 


dry 1.2. 1) _ 
a u J Fa = 1.2...(n—ı)Ä, 





A étant le résidu par rapport à A de F(k). Or on sait que 


F(hk) = = +. +t +o(h), 


h, F( hk) = An+ A,nAh+...+Ahr'+hrolh). 
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Il devient évident que 


(H) tae (ad EE ON. 


On peut écrire ainsi cette formule, déjà signalée (19), 


dry de! h h A 
der di +) eee …) | In 


Pour developper le calcul, je poserai 


, A, , h , 
UZYHTI +... Pat + ae +... Voc", 
Ona 
d’=\(uV) ) „U IV n—1 du d"-®V + ‚dr-!u 
dhe past I le" 797 / 7 2: TT Tu 


Mais icıona 
V=/(r), ve=o(h); 
done 


apy dV ŒV 1 dPV 
—,— eee “dv? ’ __. 
dhP = (#7 ur ony m + a. pu ds? 





Comme il faut faire À — o dans le résultat, les quantités (Sx) 
+ A=V 


se calculent sans peine 


I (Gar), = 1) n(n+1).. CLEO (or 


1.2...4 \ dvi 1.2. 


n(n+1)...(na+t—ı) 1 
u 1.2...L zn 


= (— 1)! 


D’autre part, (v7) étant la dérivée d’ordre p d’un produit de q fac- 
teurs 





1.2...p 
LICE) es BI.) png, 
( ) Vo Pe | )a 0 
Or on sait que 
leet) 
gl), — . 
A )r=o +1? 
donc ona 
( 97 )(P) =) 43 — ltt) (et) 
(? — 
.Ala-+ı)...(A+ı) 


Br Hop 
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D'ailleurs, par suite de l'hypothèse 


p(0)— p = 0, 


a, 6,..., A sont g entiers positifs non nuls. 
En résumé, nous arrivons à 











d'y , n 1 n—1)lra—a2 , 
dr —y Vaart Vina PTR eV mV, 
V (¢)(P) n(n-+1) (02 )(P) 
PT inti nn. pi n+? — 
pr(n+i)...(n+p—}) (vP)(P) 
mann 1.2...p gine’ 
r I 
Vo=V = m’ 


(v7 )(P) = Pr zum, . zur), 
Past Pi 


x2+3+...+À=p, 


a, 8, ..., À étant g entiers positifs non nuls. 
Le calcul de V, peut être présenté ainsi 


n (vr)? n(n+1) (2) 
T æ'n+ri 1.2 int? 


V,=— +... 








n(n-+1)...(n + p—1) (#P}(P) 


ote 1.2...p FLUX 


Or (#) contient un seul facteur #7; (v7) contient deux facteurs 9 
dans chacun de ses termes; (v°)'?) en contient 3, .... Si alors on forme 


(Oy + Pate. + 09)’, 


qu'on multiplie les termes qui ne contiennent qu’un facteur par 
n(n+ı) 1 
1,2 inte’ 


» on aura le développement. 





nr . ° 
— ——; ceux qui en contiennent deux par 


win 4-4 


++, el qu’on 
gla+t) 





‘@) 
remplace 6% par or 


On est conduit à la règle suivante : 
d"y 4 


der = (xia it Ope Dates Ope, jet. 
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On développera la puissance (rn — 1)'*™ et l’on remplacera (y,)* par 


(a) 3 277 _.p te substitution, tous les termes qui 
vi; (69) par — 5 Par cette substitution, tous les q 


se déduisent les uns des autres par la permutation des indices infé- 
ricurs I, 2, ..., 2 — 1 des quantités » deviennent identiques; il suffira 
d'en calculer un seul 
P,-; 2 , 
Dope hi 89s 
P,. . .P; 


et de multiplier non par leur nombre, mais par le facteur 


Dr — n(n+i)...(n +proN 
1.2...p 


p étant le nombre des facteurs v différents. 


Exemple : 
dy Yı , , \® 
dr = (ary (Yi it) 
Terme ne contenant ni e, nie, : 





rt . y” 
d'où : 
(2")?” (x 
Termes contenant un seul facteur ¢ : 
BR 3 x" u” 
27?6, Yı er, D! = 3, d’où — 75 (ar 2 +7 7) 
Terme contenant deux facteurs ¢ différents : ; 
3.4 
264 Pa Vt» D? — 1.2? 


on à donc 


3.4, ,(æ"\ 1 
1.229 =) EU 


On retrouve bien, en réduisant au même dénominateur, 


DT EE MIE TETE 
dis (.r’)3 


L'analogie avec le développement de la puissance d'un polynôme est 
completement mise en évidence. On est en droit d’affirmer que le 
calcul est du même ordre de difficulté. 
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41. S'il ne s'agissait que de calculer les coefficients numériques de 

. dry . , , . 
l'expression de => en fonction de x’, x”, ...,y',7", ... ou d’etablir 


la parenté avec la formule du binôme, il n’y aurait plus rien à ajouter. 
Mais on serait tenté de reprocher à la première méthode d’exiger la 
résolution des équations 


B-+2y+...+(k—-ı)J)=en—p, a=d+Yy+t...+4, 


et à la deuxième méthode de forcer à calculer avec les quantités v, sauf 
# 


, , + x” T . A 
à remplacer ultérieurement +, par —> 9,9, par => ++» ce qui empêche 


de faire, dans un exemple particulier, les réductions qui pourraient 
abréger le calcul. 

Il est heureux que, grâce aux nombreuses transformations auxquelles 
peut se prêter une intégrale, la formule puisse acquérir beaucoup d’ex- 
pressions distinctes. Je me bornerai à en indiquer une. Je pourrais 
partir successivement de la première méthode et de la deuxième mé- 
thode, ce qui établirait nettement le lien nécessaire qui doit permettre 
de passer de l’une à l'autre. Je ne transcrirai cependant qu’une seule 
démonstration, afin de ne pas trop m’attarder dans ces calculs théo- 
riques, et de réserver plus de place aux applications particulières. 


42. Dans la première méthode, oe se déduit de 


1.2...(2—1) +37 +] ++... | Zu 


Le calcul consistera à prendre la puissance — n d'une série entière. 
S'il ne s'agissait que d’une puissance positive quelconque, le résultat 
s’obtiendrait immédiatement. La serie de Taylor, qui a donné 


h h? 


TL — Xo—= Tut Tae tee 
donne aussi 
, h , 
(2 — = [(r — ro)? ] + 7 [((2— x)PJM+..., 
le point placé au-dessus de x — x, signifiant toujours que l’on devra 


remplacer x par x. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome III. — Ocrosre 1886. 45 
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D'après le lemme du n° 3, ceci se réduit à 





(x — To)P = Ar [(x — Lo)? ](P) + Ae [(z — x,)P]iPt +. tee 
1.2...p 1.2...(p-+1) 


Appliquant une remarque (n° 5) exposée plus haut avec detail, on 
peut aussi écrire 








—_ P— AP (zP (p) ae (æP)(P+1) 
(x — 20) 7 1.2,..p Fra..dprı) Tite 
On a donc, pour une puissance positive, 
hp ja'+ oats... "= hp (pyr Tem... 
| 1.2 1.2...p 1.2...(p +1) 


Or : « Lorsqu'on a formé les puissances entières et positives d’une 
» série ordonnée suivant les puissances croissantes d’une variable x, 
» on peut en déduire facilement le développement d’une puissance 
» quelconque 
= Ag+ Air + Aszt+...+ Asxt +... 
» Si l’on désigne par B,,,, le coefficient de x” dans le développement 
» de w”, on aura 


Bon.) = "mBu,mA, Li (m— 1) + (m — 1) (m — 2) m — 2) —... (m — rm rR+ı) en 
+ Auen m > ) Ban Ag? | — (m — 2) + (m = 2) (m= 3) un — 3) + (m 2)..(m—n+ı) u — a 
+ a BE 9) PR a 
Hesse. Moses screens esse eee secs conso eee eee eee eee eee e been cece ccc cceees 


m(m —ı)...(m—n-+1), u- 
Fan NO Bee 


» ou, en sommant les coefficients placés entre parenthèses, 
(2—m)(3—m).. | 


__ m—i 
Bus = MBo, ny AS | 1.2...(2—1) 


m(m —1t) ma | (3 —m)(4—m)...(rn— m) 
a Pam | 1.2...(n —2) I+--- 


m(m —ı)...(m—n-+1),„._ 
+ 1.2...R Ag" Bia, 


( Traité de Calcul différentiel, par M.J. Bertrand, n° 332. ) 


. D 
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Ici nous avons 
h , æxt2+l) 
ua a+ x ey Aa= (ai) 
n Bah (2 +2)(n2+3)...(n+p) 
1 ati 1.2...(p —ı) 
n(n +1) Bam (243) (n+ 4). (np) 
1.2 int 1.2...(p— 2) j 

ph(n+1)...(rn+p—V Bip, p) 

1.2...p z'r+P 


B.-n,» = 





+ (—1) 


B (27)'P+9) 
GP Toa... (p+q). 


3 


ff . d y'p) 
Remplaçant p par n — p, on a, pour le coefficient de 13. (pon 


l'expression suivante : 


RS en ment 


| n(n+2)(n+3)...(2n—p) 1 (ri )te-p+1) 


n(n+i)(n+3)(n+4)...(an—p) ı (x? )(n-p+1) 


So 


1.2 1.2...(2—p—2) +3 1,2,..(n7—p+2) 


n(n+i)...(22—p—1) ı (zr-p)ytia-p) 





(9? 
Je ferai obseryer en passant que, ayant 
Bm,m=mBu,mA, | +... 


on n’a pas le droit de faire n =o our —1. 
On peut voir directement que 


m 


et il en résulte que, pour généraliser la formule, il n’y a qu’à adopter 
les conventions 


. _(m-+ı)...(m-+n) _ 1.2...(m+n) 
« N(n,m)= 1.2...7 CN EE ENT De 


N(o,m) =ı sim>o, N(n,o)=ı sin >o. 


» Sim ou n est négatif, N(r, m) =o, lors même que l'autre quan- 
» tite serait nulle ( Algebre supérieure, par J.-A. Serret). » 


ee 


1.2...(2—p) x'—P 1,2...2(2—p) 


|. 
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Remarque. — Nous avons démontré au début de ce travail qu’on a 
(n°s 4 et 5) 


(xD = [ (2 — x )P (ar) — ee +... 
On aurait donc une expression algébrique des coefficients du chan- 


sement de la variable indépendante, qui n’exige plus la résolution 
d'équations indéterminées 


3+2y+...—=n—p, a= Styt.... 


TROISIÈME PARTIE. 


43. Du moment que nous avons obtenu la formule 








“= (x), 
d'y _ In) dy (ur yin) d'y 
| d.c® =(w) du meer 1.2...n dur” 


comme conséquence de l'intégrale définie, nous pourrions renvoyer 
purement et simplement aux applications faites dans les deux premiers 
Chapitres. 

Mais je tiens à bien montrer comment, dans chaque exemple parti- 
culier, on peut transformer directement l'intégrale en lui appliquant 
les méthodes générales que l’on possède actuellement. 

On sait qu'il existe des méthodes remarquables pour le cas des frac- 
tions rationnelles et pour celui des fractions rationnelles de sinx et 
de cosx. Je vais en profiter dans cette troisième Partie. 

Je rappelle ce résultat relatif aux fractions rationnelles 


« f garde [Kart me 


BN — N'A—:1, 
nV,=A% —NK, Br —NK —V:, 
(n—1)V,—=AX, — NK,, I, =BX, — NK, — V, 


Va = Adb,_, — NK,_,, y — BY, — N'K;_; — View 
U= %,, 
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» K, K,, ..., K,_, étant des polynômes complètement arbitraires. » 
(Cours d’ Analyse de l’École Polytechnique, par M. Ch. Hermite, p. 267- 
268). 


Si l’on intègre le long d’un contour fermé C, | | s'annulera, 
1 C 


puisque la fonction ~~ est visiblement holomorphe à l’intérieur du 


N2 
XG U 


Je suppose K = K, = ...==0 et B= const.; on a 


contour 


3%, = BH — (AR), 





Ve B ' I ' 
Ma = Bre — (AM) TS (A Na) 
I N 1 marr 
= Bra — (= + =) BAR) + LAAT. 


Supposant démontré que 


Ben! —_ FN petra gay 
Jb, = BIG (++ +) 3 (AIG) 


+ Be + | Bé-1[A(AX)J—..., 


n(n—ı) — 


les coefficients étant la somme des produits 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3,... de 
I I I 
n° n—1 *A— K+ 1 


I 


u (AT) 
n—k-+ı 


I 
— BEI — I — + + 


)Brary+.. 
= Brin — (4 +...+ ==) BAR) +... 
n n—k 
La loi se trouve démontrée, 
U = B*t — 5, B*-1(A9G)'+ 5, Br-2[A(AX)] — 5, Br ATA(AR +... 


s, étant la somme des inverses des n premiers nombres, s, la somme 
des produits deux à deux de ces inverses, etc. 
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D’autre part, remarquant la loi de formation de ces expressions 
(AR), [A(Aat)’]’, ..., on voit que, si l’on posait 





= 7, À — —; 
ZT 
on aurait n 
7-9 
AX%)= Ze, AAR)= 
u BY 
ALA(A 9G) = Er ces. , 


la variable indépendante étant une quantité quelconque u. Par suite, 
‚_ a[dy 
[A(AX) = > | Sf 
dy 
jA[TA(A2G)'] = u Ta AE 


Cette loi de formation sera d’ailleurs appliquée dans le second exemple, 
ce qui la rendra plus nette à l'esprit. II faut évidemment supposer que, 
dans chaque exemple où l’on applique cette formule, il ait été possible 


d'exprimer oe en fonction de la variable indépendante u. 








44. Premier exemple : 
TX — €“. 

On à 
d'y _ a LeRZer 
der 2Ti ime ECS ER 

’ I . dy 
On met d’abord en facteur = = —5) et le coefficient de + est 
° 0 


I Ze iors up-! I 
x) 2m C ..(p—1) (e"— yt 


Bien que e* ne soit pas un polynôme entier, il est facile d’appliquer 
la formule qui vient d’étre écrite, 
N=e*—1, 


De BN — N’A —1, on tire 
B = À = — 1. 
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On a 
JG = uPr!, 
(—1)?-1 U = uP! — s, (ur!) + Sy (Pm!) (1) PH Spi (uP TYP 


le dénominateur de l'intégrale est ramené à 


I 1 


et — J y 
( te 


Tout terme du numérateur qui contiendra u permettra de diviser le 
dénominateur et le numérateur par u; la quantité sous le signe f res- 
tant finie, l’intégrale prise le long du contour fermé C sera nulle. Le 
résidu sera fourni par le terme 


(—1)P-15, 3 (up!) PD = (— 1)P-11.2...(p —1)Sp-13 


donc 
ee 2...(P—1)Sp-1, 
_—_ a COOP Sp rt ax 
Jz ..(p—1) (e“— en du = ( 1) (ee du =2ari( 1) Psy. 


On retrouve le résultat déjà obtenu au n° 17. En effet, on a d’abord 


p=n 
dy _ | dry 
Tan —1.2.. .(nr—1ı) dire PTT 


p=t 





Or sp_, étant la somme des produits p — 1 à p — 1 des inverses des 
(n — 1) premiers nombres, ı.2...(n —1)s,_, est la somme des pro- 
duits (n — p) a(n — p) de ces (n — 1) premiers nombres. Désignant 
par S? la somme des produits p à p des n premiers nombres naturels, 
ona 


y_N sur UY, 
ea) Dr Sie ' dur 


c’est-à-dire 


men] [Z—(n—a)]... (EN); 


mais il faut remarquer que cette formule générale ne donne tous les 
cas particuliers que si l’on adopte quelques conventions spéciales 
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simples. Quel que soit 7, si l’on fait p= », on est conduit à écrire S’., 
et l’on constate directement que ce coefficient est égal à 1. 
Il y a plus. Si l’on fait a =o, il vient 
PY _ go LY. 


er ou, 
dx dy?’ 


Cette formule sera exacte si l’on prend les définitions suivantes 
ay Eu d’y _ a, 
dr? qu — D’ 
S9, = 1. 


Ce résultat, qui peut paraître étrange, nous servira plus loin. 


45. Deuxième exemple : 


ru 
Ona 
p=n 
d'y _1.2...(2—1) dy __ 1.2...(a—1) A,y'?? 
dan ane el + wo) — ur] u are 1.2...(p—1) 
p=1 
uP-! du 


A,= | ——_. 
TI Ku + we — ub)" 


Cette intégrale se ramenera à une autre de la forme 


rene U du U du 
— E — 
CRT | Baas 
C 


Remarquant que U est un polynôme entier, on aperçoit que le résidu 
ne peut être produit que par le terme constant de U. Il s’agit de trouver 
ce terme constant. 

De l'égalité 

B[(u + ww) — ub] — Ap(u + uo)# =, 


on tire immédiatement 


I u u 
B — — —9 A= + °. 


u‘ u pub 





On a vu que 
U = Br-190 — 5, Br (AR) + 
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On peut mettre en facteur (a 
un 


n 1 I on . 
) = m et si l'on fait A=u+u,, 
0 
il vient 
2 
(—1)* rp tU = MN — a (AT) + a LA(AD)T— 


D'après une remarque déjà faite, si l'on pose 


R=y, AZ > 
ona 
d {dy 
i / — . 
[A(AStyT = (A) 
Ici ona 
A=U+ Uy = _; 
x 


z=L(u+u), U—=— Ute, 


Comme d’ailleurs 
y'= ur, y= u“, 
P 


ona 
__ (e—u)P er p u etp—1)x ‚Po —1), „erde : 


PE I — — 


P P : I ° P 1.2 
yh) — i pk ep® — Ep tu EL... 
Yt = 0 
= + | ptçu + ur Ep nf alu + mo) + |, 
(roy = =| pu + u )P-1 — E(p— LÉ uo(u + uo)PT? +. |. 


On obtient donc 


(— tr TU = et — m r CT + Uy )P-! — Ei — u (u + Uy)P-?.. | 


+5 [e 3(u + u)P'— 2 (p—rPus(u + no)... 


Le résidu s obtient dès lors à simple vue, 


dry or 11.2. Te ul Pin —_—y1\2 
der = yor ons are ir er wa 


Se 3 P,n_,ı8 | dry . 
+2|p—20p 1) |. Tat 
Ann, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Novewsre 1886. 4 


362 | E. MARCHAND. 


. a . x I 2. ee n — 1 
Combinant avec la parenthèse le coefficient (— 1} 1.2. -:(7 — 1) 


etappelantS,, S,, ... les sommes des produits(n —1)—14(n—1)—1, 
(n—1)—2 à (n—1)—2, ... des (n—1) premiers nombres, il 
vient 
a female Feito 
J} — — | p?— © (p—r1)?+.../ + ps £(p—1)?+...]—... }. 
m a [Pen ro ber Zu 
Or, posant /(z) =3?, l’accroissement & donné à 3 étant 1, les diffe- 
rences étant régressives, On a 


AP f(s =st— 2(s— 1)?+ P(P~") „_ayp_.,.. 


1.2 
„ Introduisant, pour rendre la formule plus symétrique, le terme nul 

— So Apz, on a 

Po (—1)*7! 1)7— —1 

- =! [pt Ppa ded 
M s 
= ae s APs — Ar +. | 
H po B z=p- 


La différence d’une somme étant la somme des differences des termes, 


ona 


[Se arse — Sect aan à 
. Be pr 


rl ri) Ge 


Posant, d’apres les notations des factorielles, 


(2-1). (Ent) han, 
P\M u p.” 


on retrouve le résultat établi plus haut (n° 24), 


p=n I NP P dP y 
= De ar; .p dur 


. 46. Troisième exemple : 








z=sinu. 
On a 
day ..(n — ef 
dx” are [sin(u + aa [sin (a + u) — sin to] 
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Je rappellerai d’abord la méthode générale d'intégration relative à 
une fonction rationnelle de sinx et de cosx. 








« On pose 
er Vi — 5 
» De là résulte 
. 2—ı +1 
sınz = ’ COST = ? 
25V/—1 nd 
» de sorte qu’on peut faire 
. F, (3s) 
In O = 
f{sinr, cosr) F(s) ’ 


» F(z)et F,(s) désignant des polynömes entiers en 3. » (Cours d’Ana- 
lyse de l'École Polytechnique, par M. Hermite, p. 321.) 
Dans le problème actuel, je poserai 


et: eMef = 503 
ona 
. st52?—] 
sin(u + uy) = ——) 
2 3034 


. . 325? —ı s?—ı s—1)(as%*+1 
_sin(u + u) — sinu, = —*— — 0 _ —_( ) ( 9 ). 
23031 2 Sol 253501 


. dp 
Le coefficient de — est 
du? 





1.2...(n—ı) 27354 52 up! du 
1.2...(p—1) ant J.(s—1)*[s55+1]" 


Je m’en vais prendre z comme nouvelle variable. Le contour sera 
choisi de manière à contenir le seul point critique 3 =1, la seconde 
racine du dénominateur 355 + 1 — o lui étant extérieure. 


1 ıds _ı 5 
uP du — spat (Ls)P- 7 >= —(Ls)P-!—. 


On arrive donc tout naturellement 3 


I 1.2...(2—1) 2" np s—1(L3)7-1 ds 


ari 1.2..(p—ı) 33 . I\® 
! ° (2—1"(s+ 3) 
C 


“ov 
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Je m’appuierai sur le résultat suivant. On donne la fonction ration- 


nelle 
I 


© (ea) (a by 


» Soit, pour abréger, 


1.2...(m+n) 
m,n) = (— 1)" — 
(m,n)=( 1.2...M.1.2...R 


» les multiplicateurs des facteurs 


I I I 
ca (z-a ” (2 — a)**! 
» seront 


(3, a) ) (B,a—1) y (B, 0) » 
(a — bed (a — 6) 248 (a — b)B+ 


(Cours d’ Analyse de l’École Polytechnique, par M. Hermite, p. 5.) 


Ici 
I 2 COS U 
a—b=1+—= = —: 


- 


Si donc on pose 
3-1 (L5)P IA, + A (5 — 1) + A5 —1)?+...+ 4A,(5—1)? +..., 


. ap 
on aura, pour le coefficient de Te 


1.2...(2— 1) | ae (n—ın—a)Aı ., | 


oo Se Lt 
1.2...(p—1) 3 € ee) (? ou) 
39 29 


ou encore 
apa. (n — 1) (n—1,n—1)A,35" 
1.2...(p—ı)| 2%-tcosui*"1 
(an —1,n—2)A,s07! (nm —1,0)An | 
+ yeteosupes UT co zu 
0 0 


Si maintenant on remplace z, par sa valeur cosu, + isin, et, par 
suite, =) par cospu, + isinpu,, il est évident, d’après la nature de la 
question, que le résultat ne doit pas contenir le facteur z. On est donc 
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—VYo vy 
Ta = =) "dur! 


en droit d’écrire 

















p=n—ak, 
cyto le nenn tt 
| + Ansln 1,2) os | 
p=n—(ak-+ı), 
| CL= (—1)**! eS [Ant —r, 1) Se 
| + Anar —1, 2) Sa |. 


On a, pour les coefficients Ay, A,,..., 


-n—i —1> 
12. [CET | 
+ = 


= zr-1(Lp-1z ) += 7 (a 1) arr (Le set) 4, 


Or remarquons que, si l’on avait calculé la formule relative au chan- 
gement de variable x = e* Fe la formule 


a" y (u2)) ay 
—_ (ny 4 =" — ... 
dr" =(u u) du + 1.2 du? + ? 


on aurait été amené à ce résultat 
(L?x)() = (—1)"-P P, S8-P2-", 


Si? étant la somme des produits n — p à n — p des n — 1 premiers 


a-i 


nombres naturels 1, 2, ..., (2 —1). 
L'hypothèse s = 1 correspondant à Ls = 0, ona 


[ LP 3], = = (— ı)?-P P, Ser, 


On obtiendra donc aisément ce résultat 


_ E _ 
1.2...eA-=P,_, [str + + (2 —1) ST? 


e(€ —1) 


1.2 





(n—1)(n—2)SicP t+ | 


Eo p—Il, sf = (—1)# ll, 
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II} étant la somme des produits » à des À premiers nombres 1, 
2,2, A. 

Nous avons, d’ailleurs, remarqué (n° 44) que l’on dait faire Ss’, = 1. 
Ce fait est très important ici. Tant quep>ı,commee2p— 1, A, n'entre 
pas dans la formule et Si-’*' a son exposant supérieur au plus égal à 
son exposant inférieur. Si p=1, il faut conserver A, et remarquer 
aussi que, dans tous les termes S¢_,, l'indice supérieur surpasse de ı 
l'indice inférieur; il faut alors pousser jusqu'à S°, et ne conserver que 
ce terme, comme je vais le vérifier. 


dry , 
= dur 


Application numérique : 





1° = D =I, n = 5, d’où k=3; 
ona 

1.2.3.4 cost cos2u 
C,= (—1)? ———|A,(rn—1,0 A;(n2 — 1,1) —— +A,(n—1, 2) ——— 
i= ( Der 1 | +( 70) + As ? ) 3 cosu a( ’ ) costa 
cos3u cos4u 
+A,(n— ı,3 A,(a2 —ı,4) ——— 
i , SF costa +: o( 4) costa 


On a d’abord 





/ 
2.3.4 S5+ 3484... + #2 - 37 bh. 3.2.18°,—1.2.3.4S2,, 
3,9 ,c 3.2.1 
1.2 3,=5;+-45i+ +: 3.3 4. 3. 289, =ı. 2. 3. 48°,, 
2 | 2.1 
‘1.24, — Si+ 745, Fra 4.389, = 3.48°,, 
1A,—=S!+ = 489, = 48°, 
A,= S89, | | = So 


A,=1, A; = 4, A, — 6, A,=4, A,=1, 


(4,0) =1, (44) =—2, (4,2) = 2%, (4,3) =— 23 





or) 
Si 


5. 


I. 3.3.4 


a 
NI 
00 





(4,4)= 


|. 
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On a donc 
24 cosu 45 cosau 35 cos3u 35 cos4u 
= zZ, |1-10 HI an o> Tas 8 costa I 
cos’ u COS u 2 cos?u 2 cos?u 8 cos 
2° =p= n=3, A=1, 
—1)? sinu sin2u 
= ( A A 2) ———_— 
*~ cos? ue DR »(4,1) 3 cou + la 2) cos? u 
sin3u sin4u — 
A, (4, 3) ———— + A,(4, 4) ——— | - 
+ (4, ) costa + o( A, 4) at cos’ u 
Ona 


1.2.3A, = S572+1 + — = 4St+ 24. 3S$— 2 — 12 + 36= 26, 























1.2A,—S$! + = 489 = — 1+ 8= 7, 
1 —=S | =i], 
Ao = O, 
3 = 
A3 —= _ Am A,=ı, 
5 5.6 5.6.5 
=) if = oo = — Le. 
(4,1) = 1 (4, 2) 1.2 (4, 3) 1.2.3 
Il vient donc 
I  sinu sin2u „sin3u 
G= 5 | - 60 N — | ——— |: 
cosd u cosu cos? u cos} a 
3° = p = 3, n = 5, k=1, 
_ ı 1.2.3.4 cosu c0S2 u 
GE en aa [4:44 VA os + As(452) 5 cos? u 


Or 
5 4 4.3 , 
1.2.3.4A,—1.2| S334! + TASI + 74-351 =1.2[11— 3.16 + 3.24], 


2.3Ay=1.a[ 8}+ as: | —=1.2[— 3 +12], 


1.2A,=1.289, 
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d'où | 
1 COS u cos2u 
— _ — 45 . 
bs il I‘ | 
4° =p=h, n=), k=o, 
“_ 1 1.2.3.4 sinu 
GI sta 1.2.3 [As (451)] eos’ 
1.2.3A3—1.2.38%, A3=1, 
1osinu 
= cossu 
5° = p — 5, n=5, k=o, 


x 1 1.2.3.4 
= cos’u 1.2.3. 1.2.3.5[4:(4 o)], 


1.2.3.4A,—1.2.3.489, A,=1, 


I 
GE Sosa 
Il est tres facile maintenant d'exprimer tout en fonction de sinu et 


de cosu. Le calcul ne présente pas assez d'intérêt pour que je le tran- 
scrive. On retrouverait le résultat qui se calcule directement 


dy 1 dy 


iosinu d'y  t1ocos*u+ 45 sin°u dy 
dz cos‘u duÿ cosfu du cos’ u du? 

99 Sinu cos? + 105 sin’u ay 

+ 8 2 

cos? ze du 
+9 cos*u + go sin° u cos u + 105 sintu dy 
cos? u du 
Quatrième exemple : 
x = COSU. 


Le résultat se déduit immédiatement du précédent. Posant 





. Te 
x —=sin9, b=-—u, 
on à 
Oy je dy , my, um dy, 
dyn —— de 1.2 du 1.2...” du 
T 
Comme u—=—0 1, L=U"— — 


o, il ne faut done 
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conserver à chaque coefficient (u?) que les dérivées premieres; il ne 
restera qu'un coefficient 


(un y(n) 

















ur)M)— 1,2... n(u'}" d'où = 1)”, 
(ur) uw)", 1.2.../ (—1) 
Il vient donc 
dry dy Getty da 
ape dut dé dut 
Alors, puisque 
. dry dr, 
x = sind — — 
’ dar Yc, agp’ 
ona | 
, (—1)* cos 9 cos 26 
)=n—92k (= — B B, — : 
f ? PT cos" Pi OTT ? cos?6 
(— ı) AH sind sin 29 | 
»—=n—(2k-+ı C,= — B, — . |; 
/ ( }, P cos” l cos9 ? cos?6 
ilen resulte | 
d'y dP y 
t= COSU, dan =Ÿ — ı)PC, dur ) 
, (—1)f sin u cos2a u sin3u 
=n—ak C, = —— _ — - — B. —— 
BP ? PT sintu | ° ‘sina ? sintu 3 sin° a 
cos u sin 5 & j 
+B, sin’ u ° sin’ ce | |, 
(—1)4+! cos u sin2u j 
y= n— (aks c,= naw. 
4 (24 +1), P sin” u ! sinu ? sin?u 


Le calcul sera le mème que dans le cas précédent. J'indique rapi- 
dement la marche. 


Application numérique : 











dy 
dx" 
. . dy 
Comme coefficient de Au ona 
PZ=!. A=1, 
—I COS sin 2 u cos3u | 
sinta | ' sine ? sin? u * sin? u pP 
1.2.3 2.3 1.2.3, 4.9 1 1.2.3 4.5.6 1 
B,=— 4, B, = 3 +" — 9 B, = — ? 
I I 2 2 1.9 2? I 2.3 93 


B——36, B=4, B=-ı15. 
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I 8 
P — 2; A=1, 
I sinu cos2u 
ee | 97 sina ‘Gere |) 
B, = 11, B, — — 30, B, = 15. 


x d’y 
Enfin, pour ==;; ona 








sie’ u 


On repasserait facilement de cette expression à 


ay _ _1 d'y 6cosu dy 
dx* — sintu de sinu dus 
4 sintu +15 cos'u d'y  gsintu cosu +15 cos’u dy 
sin’ u du? sin’ u du 


18. Cinquième exemple : 


Tr = lang «. 
On a 
Tr = te) D A 
de" ati [tang(u + u,) — tangus |" 
Or on sait que 
1 — 35° 





3 = ei, tangu=i r 
lang(u + u,) —tangu, = i- astra 
…) ad “9 


ad) 


[4 # . I 
En posant, pour presen: l'écriture a = —> on voit sans peine que 


le coefficient de 7° — qui était 





I 1 (NM — el up! du 
271 1.2...(p— ic) Ltang(&@ + u) — tangu,)]” 
deviendra 
_ n .2... (7 (1 + 3? aw i\n "(3 + a)" Ay 
( 1) aTi 1.2. (p— =p! c)r+p — — ; (a — 1)# d(L 5)! e 
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Posant 
L d(L:}r = = d(LE )P, 


2, 7 
— |, 


On a 


abe y? 
(E+ a)" —_—— — 
— 33 n hr) 
art 1.2...p DIR c (£ — 1)" 


Écrivant, pour abréger, 








Li 
(+ a)” a Fr), 
on à 
gr 
F(2)=Ff(ı + St (1) +. HR FP) + 
. ...(n—1) 
dP y 
on voit que le coefficient = = devient 
(— 1)? (¢)"+2 ———_ 1 (1+ 55)" Fir-N (1), 
1.2...p a"tP 
Tout revient au calcul de F"""(1); or 
P d®*-1(L= 
p(B) = N LR (gp ey SOE + 
de n der 1 
Or nous avons déjà remarqué que, pour § =1, ona 
d1(Lé)P x7 - - 
er = Si (ii, 


en désignant par [If la somme des produits u. à p. des À premiers nom- 
bres naturels. 
D'autre part, pour & =1, ona 





35 +1 
a+ı= Bu . 
~o 
Le coefficient de 7% 3 devient alors, en groupant les termes, 


2 wy 2 © 2 


. s?74-1\2" I —1 st?#-+1\22-!_ 3 
pare (2 Sa + u) SARA u... 


Remarquant, comme plus haut, que le résultat ne doit pas contenirz, 
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on obtient, en repassant à sinu et cosu, 


3} = COS pu + (Sin pu. 





dP y 


On aura 
dr 
7 = tang u, dam yD, dur 


In +p—=2{: 
cos u 


n=- ı 
n Sn} cos" -!u 





Sif cos" u + 





D, — (— 1)P+# 24 -P 


+ (7 — 1) Un — 2) v a 2) n(n — ı) 8272-2 cos?"-?u 


2 n+p=ak+rı: 











an —1 sin u 
D„=— (—1)P+4 a A Sn 4! costr-1 u —— 
n—ı)(n—2 . , sina 
+ PE) n(n —1) SER cost + |. 
Application numérique : 
dy _ dP y 
da P dur 
Ona 
n= 4, P=1, A+ p=), kz3; 
saat 2 82 cost sin u 
D,=—(-—ı) 2 7 +22 COS U ; 
3.2, sinau 3.2.1 sin3u 
— 4.38! cos*u ——, 4.3.23) cos! 
Fiat © yt rat So COS’ 23 
P=2, n + p =6, K = 3: 


. 3 > 
E COS u + 743: COS’ u aR a: 


n = 4, p=3, n+p=7, k = 3, 


3 
— (— 1) E 48% cos’ sin «| , 


D,—=(—1)§a? 


‘ p=h, n+p=8, k=4; 


(—1)®2°S? cos*u. 


cosu 3.2 
- 4.38% cost u 


cos2u | 
a? meh 
2 








cos2u 
2 
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49. Sixième exemple : 


T=cCotu. 


Il me semble inutile d’insister à nouveau sur les remarques presque 
évidentes qui ont permis de passer du cas de x = sinu à celui de 
x = cosu. On aura 

day dP 
z=cotu, — =SE —.. 


dx" P dur 


1° n+p—=2À: 

















j . rn— sin u 
E, = (— ı)?? 4 a"-P | Ste sin" + : .n Sig sin?! — 
n—ı)(n— 2 cos2 «u 
1.2 2 
. sin3u . cos4u 
—... sin?”?—3 4 —— +... sin?» u 4 
2 2 
2 n+p=2À +1: 
n — I . COS u 
E, = (— 1)P+##1 ae] n SAP! sin??-1 u —— 
(n—ı)(n— 2) 2 con, SIN DU 
+ n(n 1) SG TS sin?” Us 
. cos3u . cos u 
—... Su —— —... sin tu coshu 
2 2 
Application numerique : 
By dP y 
das P duP 
Ona, pourrn=5, p=1,n+p=6, k=3, 
, 4 sin u 12 cosau 
E, = (— ı)?*? a*] St sin + T 5 Si sin’ u 7 =O 4 S2 sin®u 
1.3.2 sine 4.3.2 cost 
_ 4 35 si 2 0-3 3. 2 S° — . 
aa + 7493404 


Si —1.2.3.4— 24, Si ——1.2.3—— 6, S?=1.2, 5 = 1. 
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On a 


— 24[2* sint°u — 23.5 sin!°u — 23.5 sin u cos2u + 5.4 sin3«u + 5 cos4u]. 


Pour na =, p=2,n+p=7,k=3, 
sin2u 


E, = (—1)*+3+1 93 | $583 sin? u —- + LS 5.481 sin® u 2° 











4.3.2, , aay cry, (0834 
— 39.4.3857 sin u—— | 
Si—1.2+1.3+2.3—11, Si=—(1+2)=— 3, S!=1. 


Pourn=5, p=3,n+p=8,k=4, 


. A . sin « .3 . cos2u 
S? sint°« + 258! sin’w — — 5.482 sin’ u —— |, 
’ I 3 2 1.2 2 92 





D,= (— 1)5+ 2? 


— 


S?—1.2+1.3+1.4+2.3+2.4+3.4=3)5, 
Si=—(t+2+3)=>—6, 
S8°=1. 
Pourn=5,p=4,n+p=9,k=4, 
2584 sin’ uO" |, S9— 1. 
2 


D,= (— ı)'+*+!1a E 


Pour n=5,p= 5, n-+p=io, k= 5, 
D,= (— 1)'9+* 2° SC sin!°u = — sin'®u. 
Revenant a sinu et à cosu, on obtiendrait le résultat obtenu par un 
calcul de proche en proche, 


a . . , dy 
oy — 24 sinfu[— 5 costu + rosin*ucos*u — sin‘«] in 


dz’ 
. . Y 
+ 8sin’u[— 30 cos’u +- 20 sin?u cosu] Em 


ad 
+ 20sin?uf{— 6cos?u+ sin’ u] > 


eV A 

. y . ay 

— 20sin’ ucosu—— — sin!!u —- 
du‘ du 


50. Septième exemple : 
z=arcsinu. 


Je ferai d’abord la remarque suivante. Dans le Chapitre II, on a 
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SE Aldor A 
= ae 


Or, si l’on appliquait la méthode que j'utilise présentement, le coeffi- 


démontré que 


TZ = Lu, 








cient de 5 ay > serait 


1 1.2...(R—1:) (u—u,}t 


ame 1.2.. (A—1) J, (Lu Lu) 
On a donc l'identité suivante 


1.2...(2—1) f(u—u)}-! du _ Ado" 














arı J (Lu— Lu) Ir 
Revenant au probleme actuel, 
r=arcsinu, U=SINT, 
. dPy ir 
le coefficient de —;, sera l'intégrale 
uP 
I tn) d(u— Uo)? _ 1 (n-ı)! d(sinæ — sinay)? 
Ti er) ani pl OS. (Tr — ro)" 


Il a déjà souvent été remarqué que rien n’empéche de changer la 
variable sous le signe f. J’emploierai encore la formule 


„2 
. . a — I . 
= e*!, sine = sar? r——itLs. 





Substituant, on obtiendra 


ta (a =) wer LEE el PI 
G 


2RL1.2...(p—1)p (259)? 


alis— 5) (0+ alt — F(s), 


ds 








Si l’on pose 


on est ramené au calcul suivant : 


F(s)= F(z 





(30) +.... 


376 E. MARCHAND. 


Il s’agit d'obtenir un certain nombre de termes de la forme 


tr 1.2...(n—ı) (ir? FON (a5) (3— 3,)-!ds 








amt 1.2...(p—1)p (25)P 1.2...(2—1) J, (Ls — La)" 


ou encore, d’apres la remarque initiale, 














I 1.2 ..(n—1) (i er FO =") (30) BE ame Ado” _ 
ariı.a. PR (259)? 1.2...(A—I) 1.2...(n—ı) 2 ° 
tin Ps 
un. 0-1) À nr, 
= pat -F (30) A*o 


Revenant au développement de F?-"(z,), on a à effectuer ce calcul 


fooler | 


1\P (à 2 
ph aD pple f (a+) 


Comme il faudra faire s = z,, on ne peut prendre que la valeur a = p, 


. A—p) 
Fa) P,|(#+3 JE 


P Py —p 


On voit d’abord qu’il est nécessaire que À soit au moins égal à p. Il 
reste à calculer 
In 
er Mor . feat \P OP 
—_ 2.2.2. _— gh-p —— ) . 
D 2P P, Pı-, . ( ao, z=3, 
A=p 
Orona 





Il serait facile de prendre la dérivée d’ordre À — p de cette expression. 
et, en remplaçant 2, par cosx, + isinz, et s* par cosuæ, +isinuæ,, 
on obtiendrait (en ne conservant que la partie réelle), une expression 


rps pe . dP y >. 
algébrique générale du coefficient 7-;- Cette formule théorique me 


paraissant presque inapplicable, je ne la développerai pas. Je me bor- 
nerai à faire le calcul dans le cas de x = arc tangu, ce qui montrera 
clairement ce qu’il resterait a faire ici. 
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OL. Huitiéme exemple : 
d' = arc tang u. 


. dey 
Le coefficient de ”— sera 
duP 


1 P,-ı d(u — uy)? 
axe P, J, [are tang eu — arc tang uy |" 
ou encore 
I st [EE tanec 
C 


ant P, (rx — ro)" 
Or 
tangr = — jer! . 
| etz! ı 
Posant e?' = z, 
tangz — tangzo— — 20 (ane) ’ += — Ls. 


I] vient 





0] - _-\p 
» [ E) 
a P.-ı (2i)" (— 26) 3 +1 


Pur P, (50 +1), / (Ls -- L:,)" 


Posant, pour abréger, 





(= 
s + ‘ 
= = FO) 


3 — So 


F(s) = F( 5.) + 





(3 — 3,)À-1 
F(30)+...+ 5 FO-- (sy) +...3 


.2...(À—1) 


le coefficient cherché sera une somme de termes de la forme 














Le GT Pan BOD (25) fat ds 
QTE (+1)? P, P)_, (Ls—Ls,)" 


D'après la remarque faite dans l'exemple précédent, on peut encore 
écrire nn 
(pe ROM At Fe), 

P, P, (59 +1)? 
Reste à développer le calcul de F°-"'(s,) qui nous permettra de recon- 
naitre immédiatement que À, quantité inférieure ou égale a z, n'est 
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jamais inférieure : à p. En effet, 


(EE 


+ I ) P, pla 
a HS pe EN 1 le + Le 





Comme on doit faire ultérieurement 3 = 3,, on ne peut prendre que 
la valeur a = p, ce qui n’est.évidemment possible que si À? p. Il reste 


PL plp-+1)...(2— 1) 











Py 
+ I Pp P'— — | A—p 
P, P,P;, P,[(3 ) 1: ) P, m (3, + 1), 
c'est-à-dire 
AO À 
(— 1) — pP, D_ Pe POP )...( ren 
Revenant à x, 
5 e?r.! 2 exé exit et.i 
ET I 0 —— = "9 
30 +1 ete +1 ert! +1 2 2 COS Lo 
I | I nero! 1 ent! 
Sotto eof t1 erirı Bert 2 COST, 
Supprimant l'indice de x, qui est inutile, 
(À pri 
(— 1), (2 )r+P Ps Aror _ eee. 
Py. PpPrp QA+P COS +P 7 


Si maintenant on ne prend que la partie réelle qui doit seule rester 
dans le résultat, il vient 


dty dP y 
x = arctangu, Tr = YG, Zu 


1° n+p=2k: 


À—n 
: P;- cos(A-- p).r 

Gh = D (— park 2 os Adon cos (AP) ; 

gh P,-ı l p I d--p cos’+P,r 


A=p 
2 n+p=2k+1: 


nan 


> 
G, = pa 2" P)-ı Yor n Sin(A— plz, 
! 4 = PP Pl. p cos}+P.r 
=p 
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Application numérique : 


En faisant successivement A=1, A= 2, À = 3, À — 4, ona: 
1° Pourn=4,p=t,n+p=5,k=2, 





























À—=1....... À — po, sino — 0, 
at P sin à sin.r 
2. or. (— 1) = ——*— Atot —— 4.1] ’ 
2? I of 1 P, cos? wz cos?.r 
5 u. L 8 spe 
A= 3....... (1) 2 Ps y Sina - 936203", 
as P, P,P. cos’.r cos®.r 
sin 3x sin 3.r 
À = À. or... -- Aro® ——_ = — 24 ° 
cos*.r cos®.r’ 
2’ Pourn=4, p=2,n+p=6, k&=3, 
. a PP, I I 
A= 2..... —1)?t3 — OS —— —= — 3.11 ——; 
(1) a P,P,P, cos’.r costr 
> ) , » 
> — 3 2° PR Atos LOSE, 3g £082 
oo Wes e ee , 3 P,P, p 5 . — #4 3. 9 
2 P,P,P, cos’a cos’.r 
)—: P, 5.5 c0522 3, C0S2r 
‚ZZ ye... u —— =~ à ; 
P,P,P, cos‘ x cos®.r ? 


3° Pour n=4,p=3, n+p=7,k=3, 





7 as Ve sino=o, 
À = sous it bos SNF — 12 sis ; 
P,P,P, cos’ r cos’.r 


4° Pour x = 4, p=4,n+p=8, 
I 


> 
I I 
| nl —1)§ 3 __ Atos ——_. = —__.. 

(—1) P,P, Po Cost r  costr 


52. Neuvième exemple : 
© arc cosu ou c= arecotu, 


La méthode étant la même dans les deux cas, je ferai le raison- 
nement en partant de 
Tr = arccotu. 


Ona 


T 
r= > arc tang u. 
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Posant 


D | | 


Tj—=-—X ou encore m= -— X, 


5 | à 


On à 
Tr, = are tang «. 


Nous avons calculé dans l’exemple précédent les coefficients G, tels 


que 
dr, ’ 
Tat => dur’ 


G, étant exprimé en fonction des sinus ct des cosinus des multiples 
de x. 

Or nous avons démontré, pour passer du cas du sinus à celui du 
cosinus (n° 47), que 


d"y » 
a4 — nay 
dx" = (1) 


Tan “a 


On aura donc actuellement 


d'y 
dan 7 - 16,7 Op ur TE | 


. , . Te 
Il faudra toutefois prendre la précaution de remplacer x par = -- x 
dans l'expression écrite plus haut (n° 51) des coefficients G,. 


RÉSUMÉ. 


53. La formule du changement de variable indépendante peut être 
soit mise sous forme de déterminant, soit développée sans terme 


inutile. 
Y = f(x), rzo(u): 


Gr) (ar)... (my) yi) 


1 am Y | (rym (yo) tae (r—1)un) yin) 


r.2...m dem — 1.1.2.1.2.9...1 2...m(ax')ttite.tm 2? 
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2" 
pn 
dr} =) Ap yin 
dx" 1.2...(p—1) ) 
=1 
ENS ya Paras (CR Leek ae LS 
Pa. ..P; pe, , ‚PR (ur! )t a 


p-Fayt...+(k—DA=n—p, 
D+ yt... À a. 


Si z(u) est une des fonctions usuelles u#, e#, Lu, sinu, tangy, 
arcsinu, arc tang, on possède des formules qui peuvent être compli- 
quées, mais qui ne contiennent que des coefficients numériques à 
expression générale connue. ; 

19 x — ut : 

pzn | 
dry ı AP, pre dry 

D —. up . . 

dr" u* 1.2...p dur? 


2° rae’: 
ads [da _y|[4 5 d ar. 
Vv dir — da ren du 1 lu du? 
3° = Lu: 


4° æ = sinu : 


Pour p=n— 2k, 

















(— ı)* P 24 osu 
C, — _ A,-ı(n — 1,0) -- A, (2 -- 1,1 
rT cos'u Pry [°° 1( ? n—a( ? ) cosa 

COS2u | 
A,-3(n —1, 2) ———— "|: 
+ An—s{ ? ) costa 

Pour p=xn— (2k +1), 

— 14+! P_, sin“ sin2u | 
ç,= ENT = A,-2(m —1, 1) ——— + A,-3(” —1, 2) —-——... 
PT costu P, Lo” 2( 1) 3 cosu ns ME 


_ 1.2.3...(2—1+9) 
RN aya 
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Pour e7p—1, 


Il; = 3 des produits wap de 1, 2, ..., À; 
5° x= tangu : 





Pour n+ p — 2#, 





x n— 
D, —(—1)+far-? [sat cos?” u + 


| (ue =!) (n=?) 


1.2 


Pour n+ p= 2k +1, 


| n— sin u 
D,—=(—1)+#+197-p |= nSn td cost y —— 
I 2 


+. (n—ı)(n —>) 


1.2 
6° z = aresinu: 
p STA 
dy A dp y 
dant P dur” 
p=i 





— sin.r\# /— cosr\’: 
\ — (cas-r)}" 1.2 1.2.3 
An J 1.2... /— 


1.2.../, 1.2.../, 1.2...h, 


+ Agt...+ hg=p, 
h,+ahyt...t2ah,=n; 


“9 a= are tangu : 


4 


A=p 
d'y = G dP y 
dx" =) P dur 
A=1 


I 
nSn_a 1 costr-!u 


COS 


——— n(n —1)S FT? cost? —— 


n(n —1)Si-2-? cos!"-tu 


COS 2 u 


32 


sinau 


. Te hy 
SIN [| wt zx 
2 


:3.. 
1.2.. 


. À 


hs, 


—~ 3 
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Pourn+p=ak, 


an P;. cos(). — p)x 
_\Atk 1 kon IN FIT, 
(= u D D 2% P, ıP,B-, i P, P). -D ao COS} +P x 


an 
Pour n+p=2A-+1, 


I=n 


Gm DORE Pa mon SIN pdr 
aD 


p-ıP»P-> cos} +P x 


J'ai démontré tres simplement que les cas de x = cosu, x = cotu, 
ainsi que ceux de a = arc cosu, æ = arc Cotu rentraient dans les cas 
précédents. 

Tous les résultats annoncés étant obtenus par application directe 
et systématique des formules générales, je me bornerai à quelques 
observations générales avant de terminer ce trop long travail. 


54. Avant d'aller plus loin, je ferai remarquer que, si l’on remplace 
x et u par les expressions plus générales ax + bei cu + d, les résultats 
précédents ne sont pas sensiblement changés. Toute explication vraie 
pour le premier cas subsiste pour le second. Cette observation est tel- 
lement évidente que je me bornerai à l'appliquer, sans en prévenir, 
quand Poccasion s’en présentera. 


55. Le changement de la variable indépendante peut être employé 
en Analyse pour ramener certaines équations différentielles à d’autres 
plus simples. 

Pour fixer les idées, je suppose qu’on veuille trouver des équations 
différentielles se ramenant aux équations linéaires à coefficients con- 
stants. Afin de découvrir le caractère particulier présenté par de 
pareilles équations, j’imaginerat que l’on veuille inversement repasser 
de l'équation à coefficients constants à l'équation à coefficients va- 
riables. 

On part donc de 


dry dry 
on Ainsi te: + A,y=0, 


Ay, A,, .--, A, étant des nombres arbitraires. 
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Si ’on effectue la substitution 


z—Lu, 
b , APo" b 
ona, en posant, pour abreger, Top = Vyp 
dy dy dy dy 
dx" — On u du + Dns u? du* +...+ Dan ur Tun ; 


. da Y j dr! Y 
bu + b,_, a +...+b,-1.n Ur ' , 
dir?! RT ue LE du? ntact dut—' 


On arrivera a 
ay d?-ly 
B, u” Jan + B, ur! tert B.y=o, 


By = Ay Onpt Ay On-1, p+. + An ppp. 


Les quantités A étant arbitraires, il est facile de voir qu'on peut en 
disposer de manière à donner aux coefficients B des valeurs quel- 
conques. 

Par suite, toute équation de la forme 

dx" 


al 


dr"! 





A,xr + A,.r-! +...+A,„y=o 
pourra être ramenée à une équation linéaire à coefficients constants 


par la substitution inverse 
we", 


On retrouve un résultat très connu quis’ énonce ordinairement ainsi. 
Désignant par A,, A, ..., A, des constantes, l'équation linéaire 


ad" y A, dy +. An vo 
da" ax-+b da  " (axr+b)jr 


se ramène à la forme à coefficients constants par la substitution 
ax + b=e". 
36. Cette propriété, tres simple, tient dune à la forme particulière 
que prend la formule du changement de variable pour x = Lu; tous 


les autres changements simples « =u", ... sont visiblement incapables 
de donner le même résultat. Ils ne pourront ramener à avoir ses coef- 
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ficients constants qu’une équation linéaire satisfaisant à deux condi- 
‘tions. Premièrement elle doit rentrer dans un type donné. Deuxieme- 
ment ses coefficients numériques doivent vérifier certaines équations 
bien déterminées. 


Par exemple, on a trouvé 
x uP, 





dy 1 dy BY nl 
un = mn CT + 0, u? Ts + bn,” 2 |: 
Il en résulte que l’expression générale des équations qui se ramènent 


à l'équation linéaire à coefficients constants par la substitution 


u wl 
est 


do „ar dy 
rae CE dr® n +. + br de | 


1, | aol Ia-ılı ay 
on und at | + lie ig | + day’ = 0. 


Dan» --. étant des nombres dont nous avons trouvé l'expression géné- 
rale; Ag, A,, ... étant z quantités arbitraires. 


. , sos dy 
Si done on a commencé par mettre partout en évidence (oo); 


„er 2 ay , . 
(æ Tt)” Zu (=": 7 ae) le coefficient de ("72 .) sert à déterminer u; 





» d" 1} 
les coefficients de — dans les multiplicateurs de (oT), wey 
an dx"! 


ety dy ; Ve a . 
æ 7; )» (27, ) doivent prendre des valeurs numériques déterminées, 


. ° . . I 
quand on aura pris arbitrairement le coefficient de a vor), S 


maintenant on choisit arbitrairement le coefficient de dans un 


wlan pleat 
seul des (nm — 1) termes qui conliennent cette quantité, les coefficients 
seront déterminés dans les (7 — 2) autres termes. Continuant ainsi, 
on verrait qu’on ne peut prendre, une fois w déterminé, que 7 coef- 





ficients arbitraires, -> et enfin un 








I 
ant zin=np? 


I 
pour —- 





Chacun des autres changements simples x = e”, x = sinu, ... four- 
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nirait immédiatement un calcul analogue. Il est d’ailleurs inutile de 
récrire sous une autre forme des résultats connus. 


57. 11 semble, au premier abord, que la question n’ait guère avancé. 
Mais, si l’on réfléchit au résultat précédent, on s'aperçoit qu’on a gagné 
de ne plus être tenté d'essayer les substitutions élémentaires indiquées 
plus haut lorsque l'équation ne rentre pas dans un certain type facile 
à reconnaitre. 

Il resterait à calculer effectivement les coefficients numériques, rela- 
lifs aux changements élémentaires, pour les valeurs de n les plus 
simples, et à ramener une équation différentielle donnée à une autre 
du même degré déjà étudiée, linéaire ou non. Je laisserai de côté ce 
calcul, plutôt long que difficile, qui n’exige, d’ailleurs, la connaissance 
d'aucun résultat général, en me bornant à un exemple. 

Si l’on a n = 2, l'équation 


+hy= f(x) 


24, , 
[mel duet] + Bod 


—— — yy —— 
ax T x dx 
se transformera en une équation linéaire à coefficients constants par la 
substitution 

u = ze, 


On vérifie facilement que cette équation peut s’écrire 


ay Bré— (u —1)A dy \ 
—. + B-2,— fa 
en désignant par A, B, C trois paramètres constants. 


D'une manière un peu plus générale, on peut dire que l'équation 


dy Bar + bie — Aa(p—1) , 22 > — 
AT + TS ai 7 + C(aı + b) J = f(r), 





où A, B, C sont des constantes, se ramenera a l'équation linéaire à coef- 
ficients constants par la substitution 


us (aw + D/P. 


On obtiendrait le même résullat avec la substitution un peu plus 


La ’ 


generale 
cu+d=(ax +b)*, 
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58. Enfin, si, sans s’occuper des applications, on veut arriver à des 
formules algebriques, difficiles à vérifier directement, rien n'est plus 
facile. 

Je donnerai un seul exemple. 

Nous avons trouvé, pour le cas de x = cosu, les résultats suivants 


(n° 47): 
dry _ dPy 
dx" =) ai} Co ur" 


Pour p = m — 2k, 


+ | B sin & COS 2 u | 
I 0 — erde 


PT sina ‘sina ? sintu 


Pour p=m— (2k +1), 





(—1)4t' T cosu sinau 
= URSS ap, a2... |. 
Co= ia | Sine * sin?u 
L’expression générale des coefficients B a été donnée explicitement. 
Or, si l’on veut traiter le même changement de variable par le déter- 
minant de Wronski, on obtient d’abord 





dcosu dcos*tu dcosu ... dcos"-1u ay 
I dm y _|d"cosu d™costu d"cosu ... d"cos"-1u dy | 
1.2...m dem | 1.1.2...1.2...m(dcosu)'+rr. HM 


Je rappellerai la formule 


na 
2"—! cos" a = cosna + zeos(n —2)a+.... 


Remplaçant cos’u par cette valeur, il est évident que par des com- 
binaisons de colonnes on se ramènera à 


dcosu dcosau ... dcos(m—ı)u ay 
I dy | d'cosu d"cosau ... d"cos(m—ı)u d"y 
1.2...m dem alt2r...+m2) 1 ,1.2...1.2...m(dcosu)'ttt + 


Développant le déterminant suivant les éléments de la dernière 
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colonne, on aura 


(cosu)!) ... [eos(m — ı)u]'” 
(p—1) ee + ee ee 
(— 1ym+P (cosu) nes esse. 
(cosu)PH) ,,, .,..... ernennen 
(cos u)” [cos(m — ı) u] 
(—1)7C=— (mim N m 
2 2 1.2.1.2.3...1.2...(m —1)(— sinu)!+?+...+" 


On a donc obtenu explicitement le développement de déterminants 
à forme très symétrique suivant les multiples de sinu et de cosu. 


59. L'exemple géométrique traité dans la deuxième Partie du Cha- 
pitre II (n° 28 et 29) montre qu’il y aurait de nombreux développe- 
ments à obtenir si l’on s’adressait à la théorie des courbes gauches et à 
celle des surfaces. Je me borne à le rappeler au souvenir. 


60. Je laisserai de côté tous les développements analogues aux pré- 
cédents qu'il serait facile de tirer soit de l'Analyse pure, soit de ses 
applications géométriques. 

Le but que je me suis proposé me parait atteint. Non seulement des 
formules générales ont été indiquées; mais encore la plupart d’entre 
elles ont été appliquées à quelque exemple et toujours le calcul a été 
fait systématiquement jusqu’au bout. La possibilité d’utiliser les for- 
mules ne peut plus, dès lors, être mise en doute, et c'est ce que je 
tenais à établir. 


SS eS dau 


SUR LE 


THEOREME D’EISENSTEIN, 


Par M. F. GOMES TEIXEIRA, 


ANCIEN PROFESSEUR A L UNIVERSITE DE COÏMBRE, PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
DE PORTO. 


Extrait d’une Lettre à M. Hermits. 


Permettez que je vous présente une démonstration du théorème 
d’Eisenstein et du théorème plus général énoncé dans ma Lettre 
précédente. Elle est très élémentaire et je serais bien heureux si elle 
méritait votre haute approbation. 

Soit y une fonction algébrique de x définie par l’équation à coeffi- 


cients entiers 
YA Ty? — 0. 


Si l’on dérive cette équation 7 fois au moyen de la formule de 
Leibnitz, on trouve le résultat symbolique | 


Vaart yh) = 0. 


En remarquant maintenant que les dérivées de x* d'ordre supé- 
rieur à a sont nulles, que les dérivées d’ordre inférieur à a s’an- 
nulent pour «=o et que la dérivée d’ordre a est ı.2...a, il vient 


Van(n —1)...(n—a+i1)(7 5 — 0. 


En appliquant une autre fois la formule de Leibnitz au produit y”, 
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cette équation mène au résultat symbolique 


n — a) vey... fh) 
Ÿ'ança 1). (n—a+1) EE 7 ( DS ee A _ =o, 


-2>%*K1.2... 9%... 1.2.0.4 


où S représente une somme qui se rapporte à toutes les solutions en- 
tieres et positives de l'équation 


aHÈ+y+...+i=n—a, 


et où le nombre des quantités a, B, y, ..., A est égal à b. 
Si l’on sépare maintenant dans cette équation les termes qui con- 
tiennent la dérivée y;,”, on trouve un résultat de la forme suivante 


vi ytd) , yin) 
AG — —————— eee — + ADS ———_. = 0; 
1.2...0 1.2. ..B 1.2... A . 1.2...N 


d’où résulte 











De cette formule on tire les conclusions suivantes : 


I. Si une fouction, définie d’une manière quelconque, qui prend 
une valeur rationnelle y, pour 2 = o, satisfait à une équation alge- 


AR) 


e a e . ” e 4 
brique à coefficients entiers, le dénominateur de —-*— ne peut pas 


contenir des facteurs premiers différents de ceux qui entrent dans les 
, , 327 0 yın-2) . 
dénominateurs de —-:"——, — 2 ——, ... et de ceux qui entrent 


1.2... — I 1.2...2—2 
dans le numérateur de J'Abre", et le nombre de ces facteurs est 
par conséquent limité. 


ll. Le théorème précédent contient le théorème d’Eisenstein. Alors 
la fonction y est définie par une série ordonnée suivant les puissances 
de x. 


SUR LES SOLUTIONS RÉGULIÈRES 


D'UN 


SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 


Pan M. L. SAUVAGE, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE. 


!. Dans son Mémoire fondamental sur les équations différentielles 
linéaires et homogènes ('), M. Fuchs démontre le théorème suivant : 


L’equation différentielle lineaire 





ad" y _ Pia) dm-'y PR Cr) dm? | P,,(.7) 


—, me —— ES — |—— e e —— y 
adam ye — a dr" 1 (‚r — a)? dr"- 2 (.r — a mae ’ 


où les fonctions P,(a), P,(æ), ..., Pm(x) sont des fonctions uniformes 
et continues dans le domaine du point a, admet dans le domaine de ce 
point un systeme fondamental d’integrales dont tous les éléments restent 
finis pour x =a quand on les a préalablement multiplies par une puts- 
sance convenable de x — a. 


Les intégrales de ce système fondamental peuvent être mises sous la 


forme 
F — + nlog(r —a)+...+0,[log(r — a)]* | (va), 


OÙ Dos Sur «++» 2, Sont des fonctions uniformes de x dans le domaine 
du point a, et qui sont infinies d’ordre fini pour c=a. M. Thome 
appelle ces fonctions des expressions regulieres; nous adopterons cette 
dénomination. 


(1) Journal de Crelle, t. 66, p. tat. J'oir la Thèse de M. Tannery. 
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Le but de ce Mémoire est de généraliser le théorème précédent en 
l’appliquant aux systèmes d'équations différentielles linéaires de la 
forme 


dy; ; 
(2 — 20), =n Yyt-.-+Ain¥n (Ü=1,2,...,n), 


où les coefficients a sont des fonctions holomorphes dans le domaine 
du point «,. Nous nous proposons de montrer que toutes les solutions 
de ce système peuvent être composées linéairement avec des expres- 
sions régulières dans le domaine du point x,. Nous verrons, de plus, 
que ce système d'équations n’est pas le seul qui jouisse de cette pro- 
priété importante. 

Pour simplifier l'écriture, nous supposerons le point x, ramené à 
l’origine et nous considererons le système 


dy; . 
(1) LR MAY + Gin Yn (¢=:1,2,...,”). 


2. Nous démontrerons d’abord que le systeme (1) admet au moins 
une solution dont les éléments sont de la forme 


(2) 29 T° Das sy LT Ps 


Gis Das +. DA étant des fonctions uniformes et continues dans le 
domaine de l'origine, developpables en séries à coefficients constants 
de la forme 


(3) Qi == Yio LGA Ya. - tech gt... 
| ((=1,2,...,R5%=-0,1,3,...,0). 
Il nous suffira de montrer qu’on peut déterminer le nombre r et les 
coefficients des séries (3) de manière que ces séries soient conver- 
gentes et que les expressions (3) satisfassent au système d’équa- 
tions (1). 
Posons donc 


nous aurons 
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En substituant dans le systeme proposé (1) ces valeurs des fonctions y 


, + , a os . , . 
et de leurs dérivées A et en divisant par x’, on obtient les équations 


d 
(4) at =n Git... t+ (Gu—T)Pit..-+AnQn (E=1,2,...,2). 


Posons maintenant 


(5) ( Qi, a, + Zant... + chal +... 


| (t=1,2,...,n3 K—1,2,...,n; P=0,1, 2,...,0), 


Les séries (5) à coefficients constants représentent dans un certain 
domaine de l’origine les fonctions a. 

Le système (4) devra être rendu identique quand on aura remplacé 
les coefficients et les inconnues par les séries correspondantes. On aura 
comme première condition d'identité | 


0 0 0 

a,—r a, ea, 
0 0 0 

a a,—r ... a 
1 23 n 

F(7) 1 ? = 0. 

0 0 0 . 

ad, ad, a, 


Il résulte de là que le nombre r ne pourra être que l’une des racines 
de l'équation algébrique de degré n 


F(r)=o. 


Par analogie avec le théorème de M. Fuchs, nous appellerons cette 
équation l'équation fondamentale déterminante relative au point x = 0. 


3. Soient r,, 73, -.., 7, les n racines de l’équation fondamentale 
déterminante, rangées de manière qu'aucune des quantités 7,—r, —1, 
ry —T,— 1, es la — M — 1 ne soit nulle ou égale à un entier positif. 
Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont jamais en 
croissant quand on passe d’une racine à la suivante. La quantité r, + 4, 
quelle que soit la valeur du nombre entier et positif 4, n’annulera 
jamais F(r). 

Ann. de l’Ec. Normale. 3‘ Série. Tome Ill. — Novembre 1886. Jo 
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Nous allons montrer que l’on peut déterminer des séries conver- 
gentes Ss Gar ..., Ya» telles que 


"0 TM Pas cs ZU ECM 


forment une solution du système proposé. 

Nous écrirons r au leu de r,, avec cette condition que le nombre 
r + k n’annule jamais F(r) pour £ entier et positif. 

Revenons aux équations (4) où l’on suppose qu’on a introduit les 
séries (3) et (5). Continuons à identifier les deux membres de chacune 
de ces équations, nous aurons, en égalant les coefficients de x*, 


| RQ Gtk He ART) QU. + an nk 


+ ah 91,8-1 be tA Ds, x: +... + Ain On, k-1 
(6) ‘ as ee ern ne 
| + ANNO +...+4f Sig +... + ain on 
(£=1,2,...,n). 


Ce système d'équations est du premier degré par rapport aux coeffi- 
CIENIS O14, Yaar ces Pnx et permet de les déterminer en fonctions des 
coefficients > dont le second indice est moindre. En effet, le détermi- 
nant des coefficients des inconnues est 


0 0 
ai,—r—k ai, din 
0 0 _r — 0 
SEL Mar A Fan —F(r+k) 
0 0 0 . 
Anı Ang eee Zn — r — k 


Ce déterminant ne pouvant être annulé par aucune valeur du nombre 
entier et positif A, on pourra déterminer de proche en proche les coef- 
ficients des séries ©. 


4. Demontrons que les séries 9 obtenues dans le paragraphe prece- 
dent sont convergentes dans le domaine de l’origine. 

Appelons p le rayon d’un cercle ayant pour centre l’origine, et dans 
lequel les séries a soient toutes convergentes, même aux points situés 
sur la circonférence. On pourra prendre ce nombre p assez petit pour 
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que le module d’un terme quelconque at,ct des séries a soit aussi petit 
qu'on le voudra, pourvu qu'on laisse de côté les premiers termes a}, 
pour lesquels u = 0. 

Ecrivons le système (6) sous la forme 


Qi Pike (AG — KY) OH Ha our Gi; 
en posant 


— k  — 
— Gi= a} pri +... + ain on (¢=1, 2, sn). 


Tirons de ces équations la valeur de l’une quelconque des incon- 
nues 9, nous aurons 


ou F(r +k) = A,G,+4,G.+...+4,G6,, 


A,, A,, ..., A, représentant des déterminants mineurs du premier 
ordre du déterminant F(r+ 4). 
On peut écrire cette équation 


F(r+k)oo*= A,G,p*+...A4,G, p*. 
Or nous aurons 


— Gip*= aj, p . Que pi rt... + ap. on, ki pt" 


+ a} 67.04, 4-2p* 27+... + ah pt. On, gs DT? 


A k . 
+ af, p#.o10 ++ Ain p*. Ono. 


Un terme quelconque de cette somme est de la forme at; o#. 2, 4p, 
et u sera au moins égal à 1. 
h b nu ch 
Appelons at. et 4,1, les modules de at;p# et de 5,4 ,2"4. Le 
module de G,p* sera inférieur à la somme 
Lob pp (€=1,2,...,R3 JI, 2,-..,R3 p—1,2,..., 4). 
Mais, pour une valeur donnée de p, et pour u > 0, les modules x}; ont 


une valeur maximum «. De plus, pour les valeurs de x de 1 à 4, l’une 
des quantités |, ,_4 est plus grande que les autres; désignons-la par ¥. 
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Le nombre des termes de la somme étant nk, le module de la somme G; ;* 
sera inférieur à nkay. 

Appelons maintenant 6,, 9. ..., 5, les modules des déterminants 4,, 
A,,..., 4,5 le module de la somme 


A,G,ok+...+ A,G,of 


sera inférieur à 
nkaw(d,+ d,+...+96,). 


Appelons de même 3 le module de F(r +4), on aura pour le 
module 4, de 55” 


ka; k 0» k On 


de<nay( 5 + E +...+ 3 ) 











EN 





. ko; ante kA, 
Mais z est le module de la fraction Fr +0 


Les deux termes étant du n“"° degré en #, on peut prendre X assez 
grand pour que, à partir de cette valeur de A et pour toutes les valeurs 
de & plus grandes, le module de la fraction diffère de sa limite /; d'une 
quantité e, aussi petite qu'on voudra, et que ce module s'approche 
constamment de sa limite quand # augmente indéfiniment. 

On aura alors, pour cette valeur de &, 


Ur < nad(h+l+...+ Lites + &-t... + En). 


Soit L la plus grande valeur de la parenthèse obtenue en prenant 
tous les £ positifs, on aura 
W<nayl. 


Cela posé, on peut prendre p assez petit pour que naL soit un 
nombre plus petit que l’unité. En effet, on peut prendre p assez petit 
pour que « soit rendu aussi petit que l’on voudra. On aura alors, pour 
cette valeur de > et pour toute valeur plus petite, 


Y 
Vix p’ 


p étant un nombre plus-grand que l’unite. 
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Si, ensuite, on remplace # par £ +1, &+ 2, ..., on ne pourra pas 
° I 
augmenter la valeur de L, et, par suite, celle de naL ou de Fr On aura 
donc 


Urea < ¥ (k=1,2,...,%). 
P 

Il résulte de là que les modules des termes des séries © seront, à 
partir d’un certain rang, moindres qu’un nombre déterminé pour toute 
valeur de x dont le module sera au plus égal à p. Les séries 9 seront 
donc convergentes à l’intérieur du cercle de rayon p ayant son centre 
à l'origine. | 

I! est donc démontré que le système 


- 


dy; 
(1) LR AY bs + Gin Yn 


admet au moins une solution dont les éléments 279,, 94, ..., 279, 
soient des expressions régulières. Nous dirons qu’une telle solution est 
régulière. Il nous reste à faire voir que le système (1) admet » solutions 
régulières formant un systéme fondamental de solutions. Il sera ainsi 
prouvé que le systeme (1) n’est satisfait que par des solutions régulières 
ou par des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants 
de ces solutions régulières. Nous dirons que ces combinaisons sont aussi 
des solutions régulières. 


5. Lorsqu'une fonction de la forme 
F=[9-+ grlogr +...+9,(logxz)"]x" 


reste finie pour 2 =o quand on l’a multipliée par une puissance con- 
venable de x, il y a un exposant « tel que le produit x°F est différent 
de zéro pour x = et n’est infini que comme une fonction 


a + Blogr+...+A(logzx)* 


entière en logx et à coefficients constants. En nous servant de l’expres- 
sion de M. Fuchs, nous dirons que /a fonction F appartient à l'expo- 
sant a. 
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Les diverses intégrales &’:9,, æ16,, ..., æ'19, qui composent une 
solution du système (1) pourront appartenir à des exposants différents. 
Nous mettrons ces exposants en évidence par la notation 


aiyth, O15 ath, Das 0 arith, On» . 


où h,, hy, ..., A, représentent des nombres entiers. Mais, pour x = 0, 
les fonctions ,, 92, ..., 9, seront toutes différentes de zéro. 

Cependant plusieurs éléments de la solution peuvent être identique- 
ment nuls, et il n'y a pas lieu alors de parler des exposants auxquels 
ils pourraient appartenir. 


6. Soient 
u=r'thio; (t= 1,2,...,2) 


les éléments d’une solution régulière du système d'équations (1). 
Supposons que les fonctions 9,,, soient identiquement nulles pour 
k=1,2,...,m— s, mais que les fonctions 9,, &,, ..., 9, soient toutes 
différentes de zero pour x =o. 

Posons y;= u;q; en convenant de remplacer Us, par x”, et soit, pour 


. yes , a 
simplifier l'écriture, y’ = A Nous aurons 
ZYi= Lujqi+ zug: 
et, par suite, 


/ 


! u U; Un . 
79, Ay — [rte ee te Aı — LT — Jit..-+ din — In (1=1,2,..., n). 
U; U; U; 
Ce systeme d’équations admet la solution 


di =|: =..--=qJs—1;, 
Js+k— YWsrk+1 =... -— aD. 


On a donc 
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En tenant compte de ces relations, nous aurons 


, u u 
LQ; = Aig a (72— 1) +...+ 27,19) 





Usrı 
+ Ai, sH 


Un 
+. . + a — . 
us Vs+1 in In 


Posons maintenant 
Uk— = 5% (k=1,2,...,8), 


— = LL — 
Ys+k — rk (A — 1,2, ss R-—S), 


nous aurons, en retranchant la première équation des n — s suivantes : 








' 
.! U; Us 
LS 54k! = Astk,a ao Sg tee | Ase, seh — ZT 
ll s+. . Usrr 
(k=2,3,...,5; k=ı,2, 





Un 
Sekt... + Asıe,n 
Us+k 


sy —S). 
Introduisons maintenant dans le calcul les valeurs 


u rth, 9: 
Nous aurons 


Ur 
f= ah, TE, 
uy Pi 
! ' 
LU 
er+h+ at, 
U; Qi 
et, par suite, 
u u 
Ake 2 — Aye — = Ake Pa ai! — Ase L2 ahh, 
Uk uy Gk 1 
Ak wm Lm — ype TA r — hi x — ay, arh-h,, 
As+k,k ar = Ark, k Pk ak ou . 


a 
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suivant les cas, et 
Usrk 


Us+r 





Astk, s+k’ — T — As+k, sth 77 Fr. 


Le système d'équations en s deviendra 


Ls, = (au P2 zn, — Aya 2 ohm) Sat... 
Pk 91 


+ (au Tr — hy — aurait) Set... 
| 1 


I I 
+ (ax sep — Zi — Q1,s+1 zh) SH tt... 
Pk 1 


I I 
+ (are Ok ak — din Ta) Sns 

Fir = Ask, a Pa Dhs Sa + (Ask, set — TT) Seek ee + sen Sa: 
Changeons encore une fois de variables, et posons 


3p= a h (p=1,2,...,R) 


nous aurons, pour p=1, 2,...,5, 


, — — 
LS = het, are, 


et, pour p=S-+1,5+ 2,...,2, 
LS 4p = ETS 


Remarquons, en outre, que, d’apres la maniere dont on calcule les 
séries ¢ au n° 3, l’une au moins de ces séries est différente de zéro 
pour æ = 0, de sorte qu'on peut supposer, par exemple, À, nul et A,, 
h,, .... A, positifs. On est ainsi conduit au système d'équations 


k m, —” ka 12 2... 
ek 9 


+ (au r— hy— au ah) ze... 
1 


I I I 
+ (ar — — -a — le 
( kn Dk zer 1,S+1 =) ns 


U 
LV sk = As+k’,e PaPa tee et (Asx, sek — PT) geg +... + Asık,n''ns 
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ou, plus simplement, au système 


a0 ln 22 oh oh 
ZV, (an OK dis 1 k}Va 


1 
(7) + (au r—h,— au Zt oh) Feet (am on — Ain ~ ot) Ons 


LV 54 Agel’ 2 PaVa He (Asay, sek — TT) Ose et Astin OnVns 
(k=1, 2, oe eg SS A’= 1,2, N —S). 


Pour x = 0, les coefficients a;; se réduisent à des valeurs a}; qui ne 
sont pas toutes nulles. Les séries 9, se réduisent à des valeurs 049 dont 
aucune n’est nulle. Il en résulte que le système (7) est de même nature 
que le systeme (1); mais il a une inconnue de moins. 

Ce systeme (7) admet une solution régulière en ¥,, 95, ..., 0,- Par 
suite, le systeme en 


Sp—a-"py, (p=—2,3,...,2) 


admet une solution régulière en 3,, 35, ..., 3,. 
Remontons au systeme en g,, Ja, ..., ne Nous aurons d'abord 


' I 
29, = (au—-r)n+ an Sah gat. + Fin 5 In 
‘ 
ou, à cause de la solution 


qi = 7a =. -- = Js — I, 
Is+1 Ys+2 + - :— In 95 
2 


1, 9 oan I 
TT, Ar x Sato. + Ain ane 
Pi @1 


Le second membre est une expression régulière. Soit H cette expres- 
° H a e , en ° ° , 
sion. — sera de même une expression régulière, soit H,. En intégrant 
l'équation g, = H,, on aura pour g, une expression régulière. 
Cela posé, on a 
Ge —=3kx+g (K=1,2,...,$) 


Ts+k = Ss+k (k=ı, Dy pH N—S). 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Déceusne 1886. JI 
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On voit donc que qo, Js. ..., Jn Seront, comme q,, des expressions 
régulières. 

Enfin, on a posé y;= u;q;, u, et q; étant des expressions régulières, 
YA sera aussi une expression régulière, et la solution y,, Ya» ..., y, du 
système (1) sera réguliere. 

Il est donc prouvé que le système d'équations (1) admet deux solu- 
tions régulières. 

En ramenant le systeme (7) à un système (7’) de mème forme et 
renfermant encore une inconnue de moins, et en continuant ainsi, on 
arrivera à démontrer que le système d'équations (1) admet » solutions 
régulières. 

On sait, par les théories générales ('), que les n solutions régulières 
ainsi obtenues forment un système fondamental de solutions des équa- 
tions ('). Il en résulte que toute solution du systeme (1) est régulière : 
c'est ce que nous nous étions proposé de démontrer. 


7. Le théorème précédent s'étend sans difficulté aux équations de la 
forme 
AT h 


dr, 
dy; = (Ay Vr. + Ain Yn) x +. t (li yy te. +t lin Vn T7 ; 
I Cp 


où les coefficients a, b, ..., / représentent des fonctions holomorphes 
dans un domaine du point x, = 0, m;=0,...,%,=0. 

J'ai entrepris l'étude générale des équations de ce genre sur les 
conseils de M. Appell. Le Mémoire actuel cst la suite naturelle des 
Mémoires que j'ai déja publiés sur ce sujet. Qu'il me soit permis de 
remercier ici M. Appell des marques d'amitié qu’il m’a prodiguées en 
s'intéressant à mes recherches. 


8. Les calculs que nous venons de faire prouvent que les systèmes 
d'équations de la forme (1) ne sont pas les seuls dont toutes les solu- 
tions soient régulières. 





(1) Annales de l’École Normale superieure, p. 33; février 1882. 
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Posons y; = x*iu,, et substituons ces valeurs dans le système (1), 
nous obtiendrons le système 


du; _ ay,—h, Ars 





in 
dc = 1 + cr Us + °°° + ahi-h,t+i Un 
5 0 + 0 06° ee 0 8 8 8 8 9 9 -— 8 8 8 8 0 a De br 8 ee m0 © + Sr ra ee € © + @@ 6 € © © 3 
du, an Qii— h; Qin 
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En posant réciproquement u;= y,;x~*i, nous obtiendrons le sys- 
teme (1). 

Le systeme (8) a donc toutes ses solutions régulières. 

On obtient facilement, comme cas particulier du systeme (8), le 
systeme 
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De ce systeme on deduit facilement 


Gu, au tı du, au deu, 
dx" x dur! x? dx 
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On voit ainsi que uw, satisfait à une équation différentielle linéaire et 
homogène d'ordre n. 

On peut réciproquement passer de cette équation différentielle au 
système d'équations précédent. Ainsi le théorème de M. Fuchs n’est 
qu’un cas particulier du théorème général que nous avons démontré. 
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9. La question, telle que nous l'avons posée, est résolue. Mais elle 
en entraine une autre : déterminer toutes les formes des systèmes 
d'équations différentielles linéaires et homogènes, pour lesquelles les 
solutions soient toutes régulières. Nous nous proposons de traiter cette 
seconde Partie dans un autre Mémoire. En outre, la question que nous 
venons de traiter donne lieu à plusieurs conséquences importantes que 
nous nous proposons d'indiquer ainsi en dehors de ce Mémoire. 
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MÉMOIRE 


SUR UNE 


TRANSFORMATION GÉOMÉTRIQUE GÉNÉRALE 


DONT UN CAS PARTICCLIER 


EST APPLICABLE A LA CINÉMATIQUE, 


Par M. En. DEWULF, 


COLONEL DU GÉNIE. 





La theorie des mouvements plans a été souvent étudiée, tant au 
point de vue géométrique qu'à celui de la cinématique; nous les 
rattachons ici aux théories de la Géométrie projective. Cette route 
nouvelle, si nous ne nous trompons, conduit à des conséquences qui 
n’ont pas encore été rencontrées. La plus digne d'intérêt est celle qui 
permet de construire le lieu géométrique des centres de courbure des 
trajectoires des points d’une courbe au moyen de deux cônes faciles à 
définir. 


1. Soient deux plans superposés P et P’; désignons les points du 
plan P par M, ceux du plan P’ par M’; enfin soit O un point fixe 
commun aux deux plans. Nous établissons la correspondance entre 
les deux plans P et P’ de la manière suivante : deux points correspon- 
dants M et M’ sont sur une même droite passant par le point fixe O et 
forment sur cette droite deux divisions projectives dont les points 
doubles se confondent en O. Le point M’, qui correspond à un point 
quelconque M, sera entièrement déterminé si l’on connaît sur chaque 
droite issue du point O un couple de points correspondants. 

Imaginons une courbe 9,, d'ordre n, ayant un point multiple d'ordre 
rn — 1 au point O; une droite quelconque issue de O coupera 9, en un 
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seul point M’. Supposons que ce point M’ de 9, corresponde au point M 
situé à l’infini sur la droite OM’. En d’autres termes, admettons que les 
points a’ de la courbe 9, correspondent aux points de la droite à l'infini 
du plan P. 

Nous supposerons d’abord que les tangentes en O à la courbe 9,, sont 
réelles et distinctes; les autres cas se déduiront de celui-la. 


2. Considérons une droite quelconque / du plan P et cherchons le 
lieu géométrique des points du plan P’ qui correspondent à ceux de /. 

La droite / coupe 9, en n points, donc le lieu cherché (/’) coupe la 
droite de l’infini en 2 points; c’est done une courbe de l’ordre nr. Une 
droite quelconque, passant par O, coupe / en un seul point, auquel 
correspond un seul point du plan P’; done la courbe (7) a un point 
multiple de l’ordre n — 1 en O. 

Une des tangentes o à la courbe +, au point O coupe / au point Lo, 
auquel correspond dans P’ un point de la droite o infiniment voisin 
de O. Donc, lesz — ı branches de (/’) qui passent au point O y sont 
tangentes respectivement aux 2 — 1 branches de 9,,. 

Soit o, une droite passant par O et infiniment voisine d’une tan- 
gente à o,, elle coupera / au point M,. Nommons M, le point de P’ qui 
correspond à M,. Soit, en outre, x, le point infiniment voisin de O où 
la droite o, coupe 9,, on aura, comme l’on sait, 


I I I 


OM, OM, Oz; 





d’où 





2 
OP, 


OM, — on, =— OM +op, 


La difference OM, — ox, est donc un infiniment petit du second 
ordre; donc, chacune des branches de (7) qui passe par le point O y 
oscule une branche de 9,. 

Ainsi : 

A une droite quelconque | du plan P correspond, sur P’, une courbe F,, 
d'ordre n, ayant au point O un point multiple d'ordre n — 1 et chacune 


des branches de F,, oscule en O une des branches de 9,. 


Nous avons vu que, dans la transformation qui nous occupe, à un 
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point quelconque M situé sur une des tangentes en O à +, correspond 
toujours un point infiniment voisin de O. Cette remarque nous sera 
fréquemment utile dans la suite. 

Une droite / étant donnée, nous connaissons : 1° un point d'ordre 


n(n +3) 
2 


n—ı; 2° 2(n—1) points simples; c’est-à-dire — 2 points 


de la courbe F, qui sont indépendants de la position particulière de J. 


n(n +3) 
2 


Si nous ajoutons à ces — 2 points fixes deux points qui cor- 


respondent à deux des points de /, nous voyons que la courbe F° est 
entièrement déterminée. En d’autres termes : 


Au reseau des droites du plan P correspond, dans P’, un réseau de 
courbes d'ordre n. La base de ce reseau est formée par le point O"-! 
d’ordre n — ı -et les a(n —1) points simples situés, deux a deux, sur les 
n — 1 branches de +, et infiniment voisins de O. 


La correspondance entre les deux plans est birationnelle et de 
l’ordre n, et les points fondamentaux du plan P’ sont 0” ' et les 
2(n — 1) points de 5, que nous venons de signaler. 


3. Considérons maintenant la droite à l'infini du plan P’, et cher- 
chons le point u de P qui correspond au point à l'infini de P’ situé sur 
une droite o’ passant par O. On sait que op = — ou, w’ désignant, 
comme plus haut, le point d’intersection de o’ avec 9,. Done: 


La courbe =, qui correspond, dans le plan P, a la droute a l'infint de P', 
est une courbe symétrique de la courbe +, par rapport au point O. 


Done aussi : 


Les points fondamentaux du plan P sont O"~' et les a(n — ı) points 
symétriques par rapport à O des points fondamentaux simples du 
plan P'. 


Les courbes fondamentales du plan P sont : une courbe de l'ordre 
n—1, ayant en O un point multiple de l’ordre n — 2, passant par 
les 2(n — ı) points fondamentaux simples du plan P’ et les n — 1 tan- 
gentes en-O à o,. Les droites fondamentales du plan P’ se confondent 
avec celles du plan P. 


A408: ED. DEWULF. 
4. D'après la théorie générale des transformations, on sait que : 


A une courbe quelconque F,,, de l’ordre m, du plan P, correspond dans 
P’, une courbe F,,, de l’ordre mn, ayant en O un point multiple de l’ordre 
m(n — ı) et des points de l’ordre m en chacun des autres points fonda- 
mentaux de P'. 


Enfin, si la courbe F,, du plan P passe r fois au point O, la courbe 
correspondante de P’ contiendra r fois la courbe fondamentale d’ordre 
n — 1 du plan P’. Si, en outre, la courbe F,, est s fois tangente en O 
aux branches de 9,, la courbe correspondante se décomposera en r fois 
la courbe fondamentale d’ordre n — 1, s droites passant par O et une 
courbe de l’ordre mn — r(n— 1) —S. 


3. Désignons par a une droite passant par le point O et par un des 
points à l'infini de o,, nommons ce dernier point M’. Le point M, du 
plan P, situé à l'infini sur la droite a, se confond avec le point M’ qui 
lui correspond dans P’. Les divisions projectives situées sur la droite a 
ont donc trois couples de points correspondants qui se confondent; 
donc : 


St l’on mene par le point O des parallèles aux n asymptotes de la 
courbe %,, ce faisceau de n droites formera le lieu géométrique des points 
doubles de la transformation. 


6. Considérons de nouveau une droite quelconque / du plan P, et 
nommons » un de ses points d’intersection avec la courbe ç,. Au 
point x correspond le point à l'infini de P’ situé sur la droite Ow. 
Donc : 


St l’on joint le point O aux n points d’intersection d'une droite | et de 
la courbe »,, on aura les n parallèles aux asymptotes de la courbe qui, 
dans P’, correspond a la droite I. 


7. La construction graphique du point M’ qui correspond au point 
quelconque M est bien connue ('); nous l’exposerons cependant, parce 


(1) Cremona, Elements de Geometrie projective, p. 68. 
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que cette construction légèrement modifiée nous conduira à un théo- 
reine remarquable. 
Le problème à résoudre est celui-ci : 


On donne sur une droite passant par le point O, où sont confondus les 
points doubles des divisions projectives, le point w qui correspond au point 
à l'infini de la droite et un point quelconque M, ul faut construire le 
point M’ qui correspond à M. 


Par le point O traçons deux droites quelconques, rectangulaires ou 
non, O.r ct Ov. Projetons sur Oy et parallèlement à Oz tous les points 


Fig. 1. 
3 


| 
/ 
| 





de la division M de OM et soit, par exemple, 72 la projection du point M. 
Les droites Oy et OM portent deux divisions projectives : la division m 
sur Oy et la division M’ sur OM. Deux points correspondants de ces 
divisions se confondent au point O de l'intersection de deux droites; 
ces divisions sont done perspectives, et les droites qui joignent les 
points correspondants m et M’ concourent en un même point. Le 
point x’ de OM correspond au point à l'infini de Oy; tragons donc la 
parallèle à Oy par le point pu’, elle coupera Ox au point de concours S. 
En joignant le point Sau point m, et en prenant le point d’intersection 
de cette droite et de OM, on obtiendra le point M’ cherché qui corres- 
pond au point M (fig. 1). 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome HI. — Décewsre 1886. V2 
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Si l’on prend les droites Ow et Oy rectangulaires, on tombe ainsi, 
comme cas particulier d'une construction générale, sur Vélégante 
construction donnée par M. Mannheim dans son Cours de Geometrie 
descriptive ("). 


Ss. Nous allons maintenant modifier cette construction. Traçons 
les axes rectangulaires O.c et Oy, et, par un point quelconque X 


big. %. 


# 


- A 


de Ov. une parallele à Où. Projetons les points de Ja division M 
(droite OM), sur cette parallèle & 2’, aux points vz. Projetons de mème 
le point uo sur.O+ en uw, et tracons la droite 2a. Supposons que l'on 
projette ainsi tous les points de la division M (droite OM) sur Xu. Les 
droites ZX et Xx porteront deux divisions projectives dont deux 
points correspondants sont unis en £ ct qui, par suite, sont perspec- 
tives, Done, les droites qui joignent les points correspondants de Zr 


'y MANNHEIM. Géométrie deseriplive, a. oui 1880 
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et de Zu concourent en un même point. Or la droite qui joint le 
point à son correspondant de Ox’ coupe OW au point O. Ce point O 
est done le point de concours et la droite Om coupe Su au point m’ 
qui correspond à 77. En projetant maintenant le point 7’ parallèlement 
à Oy sur OM, nous obtiendrons, sur cette dernière droite, le point 
cherché M’ qui correspond à M. 

Supposons que la droite O.v soit la ligne de terre d’une épure de 
Géométrie descriptive, & un point de la verticale du point O ct Xa" la 
trace verticale d'un plan horizontal + mené par le point X. Le point m 
est alors la projection sur le plan vertical de la projeetion du point M 
sur le plan =, et la construction que nous avons faite est celle de la 
projection sur le plan horizontal de l'intersection des droites de Ves- 
pace OM. et Su’, M. étant la projection du point M sur le plan z ( fg. 2). 

Si nous supposons que le point M soit un point quelconque de fa 
courbe F,, (n° 4) et le point w un point de la courbe ¢,, il est de- 
montré que : 


Le Treu geometrique des points M qui correspondent aux points M de la 
courbe F,, est la projection horizontale de la courbe @intersection de deux 
cônes : Pun de ces cones a pour sommet le point ct pour base la courbes, . 
l'autre a pour sommet le point O et pour base la projection de la courbe, 
sur le plan horizontal mené par le point. 


9. On peut déduire de ce théorème general tous ceux que nous 
avons démontrés plus haut: il conduit encore à d'autres conséquences, 
comme nous le verrons dans la suite. Pour le moment, nous nous con- 
tenterons de signaler celle-c1 : nous avons supposé que le lieu des 
points M est une courbe quelconque F,,: supposons maintenant que 
cette courbe soit de la même nature que les courbes 2°, et z,, c'est- 
a-dire qu'elle ait, au point O, un point multiple de l'ordre m — ı et 
désignons-la par Ÿ,. Le lieu géométrique des points M’ qui corres- 
pondent aux points M de ®,, est la projection horizontale de la courbe 
d'intersection des cones | 3,2, | et 0, 2 |, D représentant la projec- 
tion de}, sur le plan horizontal passant par le point &. I est facile de 
voir que : 


Le leu geomctrique des points Mone change pas st, au leu admettre 
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que la courbe x, porte les points W' qui correspondent, dans le plan P’, aux 
points. de la droite de l'infini du plan P, et que la courbe ®,, porte les 
points M, on suppose que c’est la courbe ®,, qui porte les points uw et que 
la courbe >, porte les points M. 


Il suffit, pour démontrer ce théorème, de supposer que le plan = 
passant par = devienne le plan horizontal de projection, que le point = 
remplace le point O et que le point O remplace le point 2. Les deux 
cônes restent les mêmes et la projection de leur courbe d’intcrsection 
est la même sur les plans horizontaux passant par O et par x. 


Cas particuliers. 
n =1. 


10. Si nous supposons zn —1, la courbe 9, est une droite qui ne 
passe pas par le point O; 9, est une droite parallèle à ¢, placée symé- 
triquement par rapport au point O (n° 3); le lieu géométrique des 
points doubles est une droite parallèle à 9, passant par le point O (n° 5). 
Nous trouvons done ainsi un cas particulier de la transformation homo- 
logique, celui où le centre d’homologie est un point de l'axe d’homo- 
logie. Cette transformation est bien connue; nous ne citerons qu'un des 
théorèmes qu’elle établit : 

St le centre d’homologie est un point de l'axe d’homologie, la trans- 
formée d'un cercle qui passe par le centre d’homologie est une conique 
osculée par le cercle en ce point ('). 


Nous nous servirons de ce théorème dans la suite. 


n=2, M—=I. 


Il. Supposons n = 2, la transformation est biquadratique Ce cas 
est particulièrement intéressant quand la courbe +’ est un cercle; tous 
les théorèmes que nous avons démontrés deviennent alors des théo- 
remes de Cinématique. En effet, quand un plan P se déplace sur lui- 


— nn 


(1) PoNcELET, Proprictes proectives, p. 172; 1822. , 
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même, le point O ¢tant le centre instantané de rotation, le centre de 
courbure M’ de la trajectoire d'un point M se trouve sur la droite OM: 
et, pour tous les points M situés sur une même droite issue de O, ona 


I 
OW — OM = const. 


Les points M et M’ forment donc sur cette droite deux divisions pro- 
jectives dont les points doubles se confondent au point O ('). De plus, 
le lieu géométrique des points M’ qui correspondent aux points de la 
droite de l'infini est une circonférence de cercle qui passe par le centre 
instantané de rotation. Cette circonférence a reçu le nom de cırconfe- 
rence des centres. 

Nous pouvons donc immédiatement énoncer les théorèmes suivants : 


1° Quand un plan se deplace sur lui-même, le leu géometrique des 
centres de courbure des trajectoires des points d'une droite du plan mobile 
est une conique osculée au centre instantané par la circonférence des 
centres. 

2° Le leu géométrique des points dont les trajectoires ont leur centre de 
courbure à l'infini est la circonjerence symétrique de la circonférence des 
centres par rapport au centre instantané de rotation (?). 


Cette eireonference a reçu le nom de circonference des inflexions. 


3° Le lieu géométrique des points dont les trajectoires ont leurs centres 
de courbure sur une droite donnée est une conique osculée par la circonfe- 
rence des inflexions au centre instantané de rotation. 

4° Le lieu géometrique des centres de courbure des trajectoires des points 
d'une courbe F,,, de l’ordre m, est une courbe de l’ordre am avant trots 
points multiples de l'ordre m situés sur la circonference des centres et infi- 
niment voisins du centre instantané de rotation, ou, en d’autres termes, 
ayant m branches qui passent au centre instantané où chacune d'elles est 
osculce par le cercle des centres. 


Nous n’énoncerons pas le théorème correlatif. Nous laissons égale- 


mr 


(1) CuasLEs, Geometrie superieure, p. 109; 1880. 

(2) Bresse, Sur un théorème nowecau, etc. (Journal de | École Polytechnique, 1853). 
— MANxuEIMm, Construction des centres de courbure, etc. (Journal de l’École Polvtech- 
rique, XX VH° Cahier ). 
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ment de côté les cas particuliers où F,, passe par le centre instantané 
et a, en ce point, un contact plus ou moins élevé avec la circonférence 
des centres; nous retrouverons ces cas plus loin. 


3° Le lieu géométrique des points du plan qui se confondent avec les 
centres de courbure de leurs trajectoires est forme par les deux droites ima- 
sinatres qui joignent le centre instantané aux points circulaires de Urr- 
fint("). 


La conique lieu géométrique des centres de courbure des trajec- 
toires des points d'une droite / est une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole, suivant que la droite [ne coupe pas, coupe ou touche la cir- 
conférence des inflextons. 


12. Nous allons chercher la Joi suivant laquelle varie le rayon de 
courbure des trajectoires des divers points d'une droite passant par le 
centre instantané de rotation. 

Sotent 


M un point queleouque de la droite: 
M le centre de courbure de sa trajectoire: 
4 Je point où la droite OM coupe le cercle des centres. 


Nous dirons que les longucurs OM, OM’ sont positives quand elles 
sont portées dans le mème sens que Ow; le rayon de courbure sera 
positif si, en le parcourant depuis le centre de courbure jusqu'au point 
décrivant, on marche dans le sens positif. 


On a 
l J | | 
OW” OW Où 
d'où 
OW 
OM — OW. oe 
ON Oy 
Posons 


OM. or, OM--OW - ., OU, 


te RER ema OO mes ee te Se dc © nee um ne cut cu de actes un ue ns mme  — mme | mem ee 2. mm me = 


(fy Ce cas particulier du théeoreme du n°35 a été démontré par M. Mannheim dans sen 
Mémoire Ser des surfaces truectoires, ete Jour de Mathematiques, 18733. 
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+ représentera le rayon x de courbure. L'équation 


JA 


représente une hyperbole dont une asymptote est perpendiculaire à Ou 
et coupe cette droite en un point - 4 dont la distance au point O est 
égale à — Ou; le centre, situe sur cette asymptote, a une ordonnée 
égale à - 20. La seconde asyinptote passe par le point u (fig. 3). 


L'inspecuion de cette figure montre que, si le point M parcourt Or. 
a partir de l'origine O et dans le sens positif, le rayon de courbure va 
constamment en augmentant. Si, au contraire, le point M se dirige, : 
partir de OÖ, dans le sens opposé à Ou, le rayon de courbure, conser- 
vaut le mème signe que précédemment, augmente d’abord lentement. 
puis de plus en plus rapidement, et atteint une longueur infinie quand 
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OM = — Ou, c'est-à-dire quand M traverse le cercle des inflexions. 
Le rayon de courbure change alors de signe; sa valeur absolue décroit 
d'abord très rapidement à partir de l'infini, puis moins rapidement 
jusqu'à ce qu’elle atteigne un minimum, quand OM = — 20u; à par- 
tir de ce point, la valeur absolue du rayon de courbure augmente de 
nouveau jusqu'à ce qu'elle atteigne l'infini. 

Le rayon de courbure a done deux maxima et deux minima : les 
maxima correspondent aux positions du point M à l'infini et sur le 
cercle des inflexions; les deux minima correspondent au centre 
instantané et à la position du point M sur le cercle qui a pour rayon 
le diamètre du cercle des inflexions, et pour centre le point de ce 
dernier cercle qui est diamétralement opposé au centre instantané de 
rotation. Ce cercle est connu sous le nom de cercle de roulement. Nous 
avons ainsi démontré une propriété, nouvelle peut-être, des points de 
ce cercle. Nous pouvons l’Enoncer ainsi : 


Un point quelconque du cercle de roulement décrit une trajectoire dont 
le rayon de courbure est un minimum, st on le compare à ceux des trajec- 
toires des autres points situés sur la même droite issue du centre instantanée 
de rotation. 


On peut résumer la marche du point M, celle du point M’ correspon- 
dant et celle du rayon de courbure dans le Tableau suivant : 


OM. Op’. Rayon de courbure. 
+o à +O _ +Ou à +0 +o À +0 
—0O à —Ou —O0O à —+x —0 à +o 
— Op à —20k +o à +20 —o à —4Ou 
— 20, à. — +20u à +Ou — {Op à —o 


13. M. Rivals a démontré, en 1853, que les centres de courbure des 
éléments simultanément décrits par les divers points d'une droite se 
trouvent sur une courbe du second degré [Mémoire de Bresse, Sur 
un théorème nouveau, etc. (Journal de l’École Polytechnique, 1853)]. 
MM. Gilbert et Mannheim, simultanément, ont démontré le même 
théorème, en ajoutant que la conique est tangente au cercle des 
centres [Gitpert, Recherches sur les propriétés géométriques des mouve- 
ments plans (Académie rovale de Bruxelles, 1867); et Manxueım, Journal 
de l’École Polytechnique, XXXVII® Cahier |. 
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Enfin, M. Schell, dans sa Theorie der Bewegung und der Kräfte, p. 166, 
1879, énonce encore le même théorème sans le préciser davantage. 

Nous ne croyons pas que personne eût remarqué que la conique est 
osculée par le cercle des centres au centre instantané de rotation, 
lorsque nous avons fait connaître cette propriété (Comptes rendus, 
p. 1092, mai 1881). 

Quoi qu’il en soit, nous désignerons à l'avenir sous le nom de conique 
de Rivals d’une droite le lieu géométrique des centres de courbure des 
trajectoires des divers points de cette droite : nous adoptons cette déno- | 
minalion pour abréger le discours. 


14. Nous savons que, pour trouver la conique de Rivals d’une droite 
donnée Z, il suffit de considérer un cône ayant son sommet en un point 
quelconque 3 de la verticale du centre instantané de rotation O (le 
plan qui se déplace est supposé horizontal), de projeter la droite / sui- 
vant /’ sur le plan horizontal passant par X, et de prendre la projection 
horizontale C, de l'intersection du cône et du plan OV’. 

La trace horizontale du plan O/ est la parallèle à la droite / tracée 
par O : nommons /, cette parallele. Elle coupe le cercle des centres en 
un point O’ qui appartient à la conique C,, OO’ est la corde commune 
à C, et à son cercle osculateur en O. Nommons C, la conique d’inter- 
section du cône et du plan l'O. 

Le diamètre conjugué à / passe par le milieu de O0’; les tangentes 
aux extrémités de ce diamètre sont parallèles à OO’: elles sont donc les 
intersections avec le plan O/ des plans tangents au cône dont les traces 
sont parallèles à /. De là résulte la construction indiquée ( fig. 4). Ce 
diamètre se projette sur le plan vertical suivant A’B’, et, sur le plan 
horizontal, suivant AB. Il est situé dans le plan X DE, sa trace verticale 
est donc le point L’; par suite, le diamètre de la conique de Rivals 
conjugué à OO’ s'obtient en joignant le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point O sur / au milieu de OO’, et le centre de cette 
conique est le point 9, milieu de AB. 

‘Ajoulons que le centre ¢ est le milieu du segment AB intercepté sur 
la droite Lo par les côtés de langle droit DOK. 
» Cherchons maintenant quel est le lieu géométrique des centres des 
coniques de Rivals qui correspondent à des droites parallèles. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Ill. — Déceuore 1886. 93 
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Quand la droite / se déplace parallèlement à elle-même, le dia- 
mètre Lw tourne autour du point fixe w et les extrémités du dia- 
mètre AB sont toujours marquées par les côtés de l'angle droit DOE. 
Donc : 


L' 


Fig. 4. 




















1° Le lieu géométrique des centres des coniques de Rivals qui corres- 
pondent à un systeme de droites parallèles est une hyperbole équilatere dont 
les asymptotes sont parallèles a OD et OE. Cette hyperbole équilatère 
passe par les points O et C centre du cercle des centres. 

2° Les axes des coniques de Rivals qui correspondent à un système de 
droites parallèles sont tous parallèles entre eux et aux asymptotes de U’hy- 
perbole equilatere, lieu géométrique de leurs centres. 

On peut dire encore que le lieu des points 9 est engendré de la ma- 
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nière suivante : si l'on trace par le point O une parallèle à wL, cette 
droite sera la conjuguée harmonique de w?, par rapport aux côtés de 
l'angle droit OD et OE. Pour tracer Og, il faut done d’abord tracer par 
le point O une parallèle à OL, puis prendre sa conjuguée harmonique 
par rapport à OD et OE; le rayon O3 du faisceau O correspondra aussi 
projectivement au rayon w3 du faisceau w. Cette construction montre 
que l'hyperbole equilatere passe au point w. Sa tangente en O est la 
conjuguée harmonique de Ow par rapport à OD et OE: c'est donc la 
tangente en O à la circonférence des centres. La tangente en w est 
parallèle à la tangente en O. Ainsi, le lieu du point 9 est tangent en O 
et en w à toutes les coniques de Rivals, et en O au cercle des centres. 

Le cercle osculateur de I’hyperbole équilatère au centre instantané 
est le cercle décrit sur le rayon du cercle des inflexions, car Cet O sont 
des points de cette courbe et CO est sa normale en O. Donc : 


3° Les hyperboles équilatères, lieux des centres des coniques de Rivals qui 
correspondent à un système quelconque de droites parallèles, ont toutes le 
même cercle osculateur au cercle instantané de rotation. 


Le cercle osculateur à l'hyperbole équilatère en w est symétrique du 
cercle osculateur en O. Donc : 


4° Le cercle osculateur en w a U hyperbole equilatére qui correspond a la 
direction l'a pour diamètre constant CO’, et, quand la direction l'varte, son 
centre décrit un cercle concentrique au cercle des centres et de rayon moitié 
moindre. 


Les tangentes à l'hyperbole équilatère, qui correspond à la direc- 
tion /, aux points O et w, sont parallèles, comme nous venons de le 
voir; wO est donc un diamètre de cette courbe, et le milieu ) de wO 
est son centre. Donc : 


5° Quand la direction de l varie, le centre de Uhyperbole équilatère qui 
correspond a chaque direction parcourt la circonference tangente au cercle 
des centres au centre instantané de rotation et dont le diamètre est égal à 
la moitie du rayon du cercle des centres (*). 





re rc SS A m ne Re 


(1) Les théorèmes 1° et 5° du n° 44 sont dus à M. Gilbert (loco citato). 
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15. Passons maintenant aux coniques C, situees sur le cône et dont 
les projections sont les coniques de Rivals. 

Considérons la conique déterminée par le plan O'OL'; son centre ¢, 
se trouve au milieu du segment (AA’), (BB’) de la droite qui joint le 
point w au point L’. Quand la droite U se déplace parallèlement à elle- 
même, la droite w L’ tourne autour du point w dans le plan IDE et le 
centre de la conique C, est toujours le milieu du segment intercepté 
sur cette droite par les côtés de l'angle DEE. Donc : 


Le lieu géométrique des centres des coniques C., dont les projections sont 
les coniques de Rivals qui correspondent a un système de droites parallèles 
est une hyperbole. 


Les asymptotes de cette hyperbole sont parallèles aux droites XD, 
SE, et la courbe passe aux points %, w et C Cette hyperbole est aussi 
le lieu géométrique des intersections des rayons correspondants des 
deux faisceaux w et 2; le faisceau w est formé des rayons L’, le fais- 
ceau > des droites conjuguées harmoniques des parallèles menées par 
3 aux droites wl’ par rapport aux droites fixes 2D, SE; d’où il 
résulte que les tangentes en & et en w à l'hyperbole sont parallèles : le 
milieu de la droite Zw est donc le centre de cette courbe. Donc : 


Le centre de Uhyperbole qui correspond a une direction l décrit le cercle 
d’intersection du plan horizontal passant par le milieu de XO avec le cône 
qu a pour sommet X et pour base le cercle dont le diamètre est le rayon du 
cercle des centres qu passe au centre instantané de rotation, quand cette 
direction varie. 


Désignons ce cercle par (‘,). Les asymptotes de l'hyperbole lieu 
géométrique des centres des coniques C, qui ont pour projections les 
coniques de Rivals correspondant à un système de droites parallèles 
a I sont les parallèles menées par Ÿ, aux droites SD et SE. Le plan 
de ces parallèles est le plan ZDE; donc les traces des asymptotes sont 
sur une droite qui passe toujours par le point C. Si, par le point 4,, on 
mène une parallele a XC, la trace de cette droite sera au milieu des 
points Cet w (ig. 4) et le lieu géométrique de ces traces sera la cir- 
conférence passant par le point C et décrite sur la moitié du rayon CO 
comme diamètre. Enfin, on obtiendra les traces des asymptotes en por- 
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tant sur la droite Cd, de part et d’autre du point 5, une longueur égale 
à CO. 
2 
Le lieu géométrique des traces des asymptotes des hyperboles C, qui cor- 
respondent à des systèmes de droites parallèles est la cardioïde du cercle 


décrit sur CÜ comme diamètre. 


Donc : 


Les asymptotes elles-mêmes sont sur un conoide qui a pour direc- 
trices la cardioide et le cercle situé dans un plan horizontal équidi- 
stant de Z et de O et qui a pour projection le cercle décrit sur CO 
comme diamètre et pour cône directeur le cône dont le sommet est au 
point 3, et dont la base est le cercle des centres. 

Ce conoide est tangent au cône directeur le long de la généra- 
trice XC; le cercle (Ÿ,) est une courbe double et la droite ZC une 
arête de rebroussement. 


[6. Considérons encore le cône dont le sommet est le point & et 
dont la base est le cercle des centres, la droite / et sa projection / sur 
le plan horizontal passant par le point 2. 

Joignons deux points A et B de la conique C, de Rivals au point O, 
ces deux droites couperont le cercle des centres aux points A, et B,. 
D'autre part, joignons les points A et B au sommet du cône, ces deux 
génératrices couperont la conique C, située dans le plan O/ aux 
points A’ et B’ dont les projections sur le plan horizontal sont A et B. 
Les droites AB et A’B’ concourent sur la trace horizontale du plan O/, 
les droites AB et A,B, concourent aussi sur cette trace; donc les trois 
droites AB, A,B, et A’B’ concourent au même point de la trace du 
plan OZ. Done, les droites qui joignent des points correspondants de la 
conique de Rivals et du cercle des centres concourent sur la parallèle 
à la droite / menée par le centre instantané. Donc : 


La conique de Rivals d'une droite let le cercle des centres sont deur 
courbes homologiques; le centre d'homologie est le centre instantanée de 
rotation et l'axe d’homologie est la parallele à la droite | menée par le 
centre instantané de rotation. 


D'après le théorème du n° 10, le cercle des centres est le cercle oscu- 
lateur de la conique au centre instantané. 
Les tangentes aux points correspondants concourent sur l’axe d’ho- 
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mologie. La droite donnée Jet la parallèle à /, symétrique de cette 
droite par rapport au centre d'homologie, sont les droites-limites. La 
conique peut donc être tracée exactement. 

Puisque la droite donnée est la droite-limite de la figure de la 
conique, les points d’intersection de cette droite et de cette conique 
correspondent aux points d’intersection de la droite de Pinfini et du 
cercle des centres. Donc : 


La droite lest toujours une secante ideale de la conique de Rivals corres- 
pondante, et les extrémités de la corde idéale sont sur les droites isotropes 
issues du centre instantané de rotation; le point milieu reel de la corde 
idéale est le pied de la perpendiculaire abaissée sur la droite du centre 
instantane. 


Ce théorème peut s’énoncer en d’autres termes : 


Le lieu geometrique des points du plan qui se confondent avec les centres 
de courbure de leurs trajectoires se compose des droites ısotropes du centre 
instantane. 


C'est sous cette forme que nous avons déjà trouvé ce théorème. 


17. Nous allons maintenant déterminer le pôle de la droite / par rap- 
port à la conique de Rivals de cette droite (fig. 4). 

Le plan polaire de la droite ZC, C étant le centre du cercle des 
centres, par rapport au cône [ Z,C], est évidemment le plan horizontal 
passant par Z. Le plan sécant O/' coupe le cône suivant la conique C,, 
dont C, est la projection orthogonale, la droite ZC au point L’, le plan 
polaire de cette droite suivant la droite /’. Le point L, est le pôle de / 
par rapport à C.. 

La projection orthogonale L, du point L, est le pôle de la droite / 
par rapport à C,. Nous savons que la droite qui joint le point w, milieu 
de OO’, au pied P de la perpendiculaire abaissée de O sur l'est le dia- 
mètre conjugué de / par rapport à C,; le point L, est sur cette droite. 
Il est aussi sur OC, projection de ZC. Done: 


Le lieu géométrique des pôles de ioutes les droites du plan par rapport 
aux coniques de Rivals correspondantes est la droite qui joint le centre 
instantané de rotation au centre du cercle des centres. 
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Imaginons maintenant un dièdre rectangle dont l’aréte coincide avec 
xO. Les traces des faces du dièdre sur le plan horizontal coupent le 
cercle des centres en deux points m et n, et la droite mn passe par le 
centre du cercle; donc les plans Yan passent par la droite ZC quand 
le dièdre tourne autour de 30. Les plans 20m, 2On couperont le 
plan Of suivant deux droites OM’ et ON’ qui rencontrent la conique C, 
en M'et N’, et la corde M’N’ passe toujours par le point L'L,. Les pro- 
jections OM et ON de OM’ et ON’ sur le plan horizontal seront rectan- 
gulaires et les droites MN, cordes de l’arc sous-tendu dans C, par l'angle 
droit MON, passent toujours par le pôle L, de la droite /. Donc : 


Le pôle d'une droite | par rapport à la conique de Rivals correspondante 
est aussi le point de concours des hypoténuses des triangles rectangles 
inscrits dans la conique qui ont leur sommet au centre instantanée. 


18. Soit un plan horizontal quelconque r, il coupe le cône [EC] 
suivant une circonférence qui se projette sur le plan horizontal de pro- 
jection suivant un cercle tangent à C, au point O; il coupe le plan Of 
suivant une droite parallèle à OO’ et la projection de cette droite sera 
la corde commune à C, et au cercle tangent à C, en O dont il vient d’être 
question. De la un théorème bien connu. Si nous supposons que le 
plan x passe par le sommet du cône, il coupera le plan Of suivant la 
droite /. Done: 


La droite | est la sécante ideale commune a la conique de Rivals qui lui 
correspond et au cercle infiniment petit représenté par le centre instantané 
de rotation. 


19. Revenons au pôle L, de la droite / par rapport à C,. Ce point L, 
se trouve sur le diamètre LAwB, l'angle AOB est droit: les axes de C, 
sont donc les parallèles à OA et OB tracées par le centre o. Nommons K 
et R les points d’intersection avec les axes de la normale OC à C,, a eth 
les axes de cette conique; on sait que l’on a 


OK 2» 
OR. a 
d’où l’on déduit 
oL, _ a — dB? 
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Ce résultat est indépendant du rayon de courbure en O et, par suite, 
de la position du point O; il démontre que : 


Le lieu géométrique des pôles L,, par rapport à une conique C,, des 
sécantes idéales communes à cette conique et à chacun de ses points con- 
sidéré comme cercle infiniment petit, est une conique ]', homothétique de 
la conique C,; le centre d’homothetie est le centre de C, et le rapport d’ho- 

2 


a — 


mothetie est PRET 


‚ a et b étant les axes de C,. 





C'est, sous une autre forme, un théorème énoncé par Steiner ( Gesam- 
melte Werke, 1. II, p. 432). 

Les cordes communes / à la conique C, et à chacun de ses points 
considéré comme cercle infiniment petit étant les polaires du point L, 
par rapport a C,, il en résulte que : 


L’enveloppe des cordes communes a une conique C, et à chacun de ses 
points, considére comme cercle infiniment petit, est une conique \",, polaire 
réciproque de I‘, par rapport à Cy. 


De plus : 


La conique I",, polaire réciproque de F, par rapport à C,, est une courbe 
homothetique de C, ; le centre d'homothétie est le centre de C,, le rapport 
a? + b 
a — bi 





d’homothetie est 


En effet, 
gL _ 9A 


——ı 
A =oL,.oL ou — +_. 
? Put A oL, 


La corde fg de C, parallele à la droite / et passant par le point L, a 
ses extrémités sur les droites OF et OG; FG étant le diamètre du cercle 
des centres parallèle à J. 

Le triangle FCO est isoscele; donc le triangle /L,O l’est aussi. Donc 


OL, = L,/= IB. 


Si l’on désigne par O et L, deux points correspondants des coniques C, 
et I’,, et si du point L,, comme centre, avec L,O comme rayon, on 
décrit une circonference, elle passera aux points f et g. Donc : 


Si, par le point 1., de la conique I',, on trace une tangente à cette 
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conique, celle tangente interceptera sur la conique C, une corde, et si sur 
celle corde, prise comme diamètre, on décrit une circonference, elle sera tan- 
gente à la conique C, au point O qui correspond aL.. 


Ces deux derniers théorèmes sont dus à Steiner (/oco citato). 


n = 2, M = 2. 


20. Nous continuerons à supposer que 7, est un cercle. L'application 
des théorèmes généraux ne présente aucune difficulté; nous nous con- 
tenterons d'examiner quelques-uns des cas où la eourbe F, est elle- 
même un cercle. | 

Remarquons d’abord que, le cercle F, passant aux points circulaires 
de l'infini, la courbe F’ passe aussi par ces points. La courbe F est, en 
général, du quatrième ordre, elle a toujours deux asymptotes imagi- 
naires; les deux autres sont réelles et distinctes, réelles et coïnci- 
dentes, ou imaginaires suivant que F, coupera, touchera ou ne coupera 
pas le cercle des inflexions. La courbe F’ a trois points doubles sur le 
cercle des centres, infiniment voisins de O, qui sera donc un nœud d’os- 
culation ('). Mais deux de ces points sont imaginaires si F, ne coupe pas 
la tangente en O au cercle des centres, le point double restant est alors 
un point isolé. | 

Si F, passe par le centre instantané et y est tangent au cercle des 
centres, la courbe F’ est aussi un cercle, tangent également au cercle 
des centres; mais F, et F, sont situés de part et d'autre de la tangente 
en O au cerele des centres. | 

St F, est le cercle de roulement, F,, est le cercle symétrique par rapport 
ad. 

Si la courbe F, passe par le centre instantané, mais sans être tan- 
gente au cercle des centres, F’ est la projection horizontale de la courbe 
d’intersection de deux cônes; la génératrice verticale SO leur est com- 
mune, donc la courbe F, qui passe par les points circulaires de l'in- 
fini est une strophoide dont le point double est au point O. 

Cette strophoide est osculée, en O, par le cercle des centres ¢,, et, 
comme la projection horizontale de l’intersection des deux cônes reste 


— 





(1) SALNON-FIEDLER, .faabtische Geometrie der höheren ebenen Curven, p. 263. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome Ill. — Déceuoee 1666. 34 
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la mème quand on considère 9, comme le cercle mobile et F, comme 
le cercle des centres (n° 9), le cercle F, est aussi un cercle osculateur 
en O de la strophoide. Ainsi : 


Quand un cercle F,, qui passe par le centre instantané de rotation, se 
déplace, le lieu géornétrique des centres de courbure des trajectoires de ses 
divers points est une strophoide dont le point double est au centre instan- 
tance. Les cercles osculateurs au point double sont le cercle F, et le cercle des 
centres ?.. 


Il résulte de ce théorème que: 


St l’on trace une transversale par le point double Q d'une strophoide, et 
st l’on nomme M, m, m! ses points d'intersection avec la courbe et avec 
ses deux cercles osculateurs en O, on a 


I I 1 
OM Om On 


La construction de la tangente en un point de la strophoide et celle 
de son asymptote réelle n’offrent aucune difficulté. 

Si le cercle F, coupe orthogonalement le cercle 9,, la strophoide 
devient une focale de Quetelet, et l’on voit facilement que le foyer de 
la courbe est le point milieu de la corde commune à F, et à 9,. De là 
ce théorème : 


Dans la focale de Quetelet, le foyer et les centres des cercles osculateurs 
de la courbe au point double sont situés sur une même droite perpendicu- 
laire à celle qui joint le foyer au point double. 


La correspondance qui existe entre le plan fixe et le plan mobile 
donne immédiatement des théorèmes qu'il serait quelquefois assez dif- 
ficile d'établir directement. 

Ainsi, aux théorèmes : Par un point donné P, on ne peut mener que 
deux tangentes au cercle; si le point P parcourt une droite, sa polaire 
tourne autour d’un point, correspondent ces théorèmes : 


Par un point P du plan d’une strophoïde, on ne peut tracer que deux 
coniques osculatrices de l'une des branches b de cette courbe en son point 
double et qui hu sont tangentes en un autre point. 
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Nommons M et N les points de contact de ces deux coniques avec la 
strophoide. 


La conique osculatrice de la branche 6 de la strophoide en son point 
double O, qui est déterminée par les points M et N, pivote autour d'un 
point P’ quand le point P parcourt une conique quelconque osculatrice de 
la branche 6 de la strophoide au point O. 


A une droite du plan de la strophoide correspond une conique oscu- 
latrice du cercle des inflexions au point O; de plus, la strophoide est 
de la quatrième classe; donc : 


Étant donnés deux cercles F, et f, qui se coupent au point O, on ne peut 
tracer que quatre coniques osculatrices de f, en O et tangentes a F,,. 


Une strophoide n’a qu’un seul point d'inflexion réel; donc : 


Étant donnés deux cercles F, et f, qui se coupent au point O, il n'y a 
qu'une seule conique reelle osculatrice de f, en O et osculatnce de Fy. 


Supposons maintenant que le cercle F, ne passe pas au centre instan- 
tané de rotation O; la courbe F, correspondante aura un nœud d’oscula- 
tion en O sur le cercle des centres; ce nœud sera réel si F, coupe la 
tangente en O au cercle des centres. C’est le cas qui est représenté dans 
la fig. 5. 

On peut tracer la tangente en un point M de cette courbe en pre- 
nant la projection horizontale de l’intersection des plans tangents au 
cône [ 29, | le long de la génératrice 27m et au cône [ OF, | le long de 
la génératrice Om. 

Cette méme construction peut étre expliquée sans avoir recours 
aux cones. Le point infiniment voisin de m sur la conique donnée F, 
(conique ou cercle) appartient, comme le point m, à la tangente 2 en 
m à la conique. Donc, le point infiniment voisin de M sur la quartique 
appartient, comme le point M, à la conique qui correspond à la tan- 
gente £. En d’autres termes, la tangente en M à la quartique est la tan- 
gente en ce même point M à la conique qui correspond à la tangente ¢. 
Or cette dernière conique est la transformée homologique du cercle 
des centres, l’axe d’homologie passant par O et étant parallèle à ¢. 

Traçons donc, par O, cette parallele à ¢; soit a son point d’intersec- 


4t 
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tion avec Ja tangente en m’ au cercle des centres, la droite Mx sera la 
tangente à la quartique. 

Cette construction montre que la quartique est inscrite à l'angle 
dont le sommet est au point O et dont les côtés sont tangents à F,, ce 
qui est, d’ailleurs, évident a prion. 

La quartique F, est de la sixieme classe, elle a quatre tangentes 
doubles et six points d’inflexion. Donc : 

Si l’on donne un cercle /,, un point O sur ce cercle et un cercle F, 
qui ne passe pas par le point O, on peut énoncer les théorèmes sui- 
vants : 


Par un point quelconque on peut tracer six coniques osculatnices de f, au 
point O et tangentes a F;. 

Il v a quatre coniques osculatrices de f, au point O et doublement tan- 
gentes à F,. 

[l'y a six coniques osculatrices de f, au point O et osculatrices de F ,. 


Nous citerons encore le théorème suivant qui résulte immédiatement 
de la correspondance entre les deux plans. 

Le point de contact des tangentes à un faisceau de cercles déterminé 
par les points A et B, issues d’un mème point P, sont sur un même 
cercle. Donc : 


Si l’on donne un faisceau de quartiques passant par les points circulaires 
de l'infini et par les points A’ et B’ et ayant le même nœud d’osculation, 
les points de contact des coniques osculatrices de ce nœud et passant par un 
point P' avec les diverses quartiques sont sur une même quartique passant 
par les points circulaires de l'infini, avant le méme nœud d’osculation, 
mais ne passant pas par les points A’ et B’. 


21. Reprenons les courbes générales F,, et F,,, du n° 5. Ces courbes 
sont évidemment du même genre. De plus, le nombre des points d’in- 
flexion de la courbe F,,,, egal à celui des courbes F, (qui corres- 
pondent aux deux droites du plan P) qui osculent F,,. est donné par 
l'expression 

3m(m—+n—3)— 37 --127—6(d--¢) — 86, 
où d est le nombre des points doubles de F,,, 8 le nombre de ses points 
de rebroussement, co le nombre des points de la base du réseau de 
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courbes F,, qui se confondent avec des points simples de F,,, et < le 
nombre des points de la base du même réseau qui se confondent avec 
les points doubles de F,,. Cette formule est empruntée à un Mémoire 
de M. Brill ('). 

Si l’on applique cette formule au cas de la Cinématique, il en résulte 
que : 


’ 


Le nombre des points d’inflexion du lieu géométrique F',, des centres de 


courbure des trajectoires des points d’une courbe F,, est 


3[m(m — ı) — o — 27 — 2a] — 83. 


ern ir ran 2 


(1) Britt, Mathematische Annalen, t. Il, 1871. 
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INTRODUCTION. 


Dans son premier Mémoire sur la distribution de l'électricité ('), 
Poisson a posé, mais non résolu, le probleme de l'équilibre électrique 
d’un sphéroide conducteur. En écrivant que le potentiel est constant 
en tout point intérieur au sphéroide, il arrive à une condition que l’on 
peut énoncer ainsi: si l’on divise la densité électrique en un point par 
la puissance 2 — 1 du rayon vecteur et qu'on développe le quotient en 
une série de fonctions de Laplace, la fonction d'ordre # doit manquer 
dans le développement. Cette condition détermine complètement la 
densité inconnue ; mais son expression explicite parait présenter des 
obstacles qui ont fait reculer Poisson. « Il serait difficile, dit-il, de 
donner une solution générale de cette question », et il se restreint au 
cas des sphéroïdes infiniment peu différents de la sphère, c'est-à-dire à 
des surfaces ayant en tous leurs points une excentricité dont le carré 
est négligeable. Il trouve alors pour la densité une série de fonctions 
sphériques, qui se déduit par une loi très simple de la série de même 
nature qui représente le rayon vecteur. 

J'ai repris dans ce travail la question de la distribution électrique sur 


(1) Mémoires de l'Institut pour 1811. 
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un sphéroïde sensiblement différent de la sphère ; mais j'ai abordé le 
problème par une voie qui me semble nouvelle. Au fond, la méthode 
de Poisson revient, comme presque toutes les méthodes usitées dans la 
solution des questions d'équilibre électrique, à l'intégration de l’équa- 
tion aux dérivées partielles, à trois variables indépendantes, AV = o. 
Celle que j'ai adoptée consiste dans l'intégration d’une équation fone- 
tionnelle à deux variables indépendantes seulement. Cette équation 
fonctionnelle convient à tous les conducteurs fermés : elle ne régit pas 
la classe infiniment plus étendue des conducteurs ouverts; mais elle 
semble jouer dans certaines questions d’Electrostatique un rôle d’au- 
tant plus efficace que sa portée est plus limitée: c’est là une loi de 
compensation d’une application fréquente en Mathématiques. 

Dans la solution du problème qui nous occupe, j'ai tenu compte de 
influence, négligée par Poisson, de masses électriques fixes. Ce point 
est capital ; car trouver l’équilibre électrique d’un conducteur soustrait 
a toute influence, c’est traiter un problème d’électrostatique tres in- 
complet et parfois relativement très facile. On en peut juger par le 
cas bien connu de l'ellipsoide. J’ai tenu à résoudre la question des 
sphéroides de forme quelconque pour donner une idée de l’énorme 
complication du problème général de la distribution électrique. Cette 
complication, quoique grande encore, se dissimule dans les solutions 
élégantes données pour des corps à forme simple, tels que l’ellipsoide, 
le tore, les deux sphères, les sphères sécantes, la calotte sphérique, le 
lemniscatoide de révolution ('). On verra que la densité électrique sur 
un sphéroide se présente sous la forme d’une série d'intégrales définies 
dont chacune, pour être évaluée, exige que l’on sache calculer la pré- 
cédente ; il est vrai qu'à défaut d'une évaluation exacte, ces intégrales 
donnent prise successivement aux méthodes d’approximation indéfinie 
des quadratures mécaniques. 

Mais, lors même qu’on saurait trouver la distribution de l'électricité 
sur tous les conducteurs fermés imaginables, on n’aurait fait que le 
premier pas dans la solution du problème général de l'Électrostatique. 
L’électricité en équilibre réside tout entière à la surface des corps con- 
ducteurs ; on peut donc supposer ces corps vidés, pour ainsi dire, de 


(1) Furr le tome Il des Fonctions spheriques de Heine. 
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leur substance intérieure et réduits à leur seule surface terminale. A ce 
point de vue, les conducteurs fermés, tels que la sphère, deviennent 
des cas infiniment particuliers des conducteurs ouverts, tels que la ca- 
lotte sphérique. Une théorie générale de ces derniers ne semble pas 
avoir été donnée. Le cas n’est plus le même que celui des conducteurs 
ouverts. On ne peut pas identifier immédiatement le probleme de ha 
distribution électrique sur une surface ouverte avec le problème de 
Gauss : « Distribuer sur cette surface une couche dont le potentiel 
prenne en tous ses points une valeur donnée », parce que, cette couche 
étant trouvée, il faut la répartir entre les deux faces ; mais le départ 
se fait aisément : une fois le problème de Gauss résolu, on verra qu’une 
quadrature suffit pour achever la solution. 

Une réduction considérable peut être effectuée dans le problème de 
la distribution de l'électricité sur les deux faces d’un conducteur ou- 
vert: il est possible de ramener l'équilibre électrique de tous les con- 
ducteurs à contour multiple à celui des conducteurs à contour simple. 
Ainsi, que l’on imagine une sphère divisée en trois parties, une zone 
ou bande B et deux calottes C, C’. Si l’on connait l'influence d’un point 
quelconque de la calotte C sur la calotte complémentaire B+ C’, et 
celle d’un point quelconque de C’ sur B + C, on en pourra conclure la 
loi de la distribution électrique sur la zone B. La méthode qui m'a 
permis d'opérer cette réduction offre de l’analogie avec celle que 
Murphy a imaginée pour résoudre le problème de l'influence mutuelle 
des conducteurs. Mais cette idée des influences successives, qui se pré- 
sente naturellement lorsqu'il s'agit de corps séparés, semble au premier 
abord inapplicable lorsqu'il s’agit de surfaces empiétant l’une sur 
l'autre, et l’on verra que, pour en tirer parti, j’ai dû la combiner avec 
d’autres idées assez complexes. L’inconvénient de cette méthode si 
générale réside dans les difficultés d'application. C'est cependant grace 
à elle que j’ai réussi à calculer la distribution de l'électricité sur une 
zone sphérique conductrice, en prenant pour point de départ la solu- 
tion si simple et si belle donnée par sir W. Thomson pour l'équilibre 
électrique de la calotte sphérique. 

Je passe ici sous silence divers résultats plus ou moins dignes d’in- 
térêt que l’on trouvera dans le cours de ce travail ; je me borne à faire 
observer que les méthodes dont j’ai fait usage peuvent trouver leur 
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application dans plus d’une branche de la Physique mathématique, en 
vertu de l’analogie ou de l’identité des équations aux dérivées partielles 
du second ordre qui régissent les divers ordres de phénomènes natu- 
rels. C’est ainsi que, dans ces dernières années, on a pu calculer les 
attractions apparentes de corps solides plongés dans un liquide par 
l'application pure et simple du principe de Murphy, transporté direc- 
tement de l’Electrostatique à l’Hydrodynamique. 





PREMIÈRE PARTIE. 


LES CONDUCTEURS FERMÉS. 


CHAPITRE I. 


ÉQUATION FONCTIONNELLE CARACTERISTIQUE DES CONDUCTEURS FERMÉS. 


Le problème le plus général de l'Électrostatique consiste à se donner 
des conducteurs et des masses électriques fixes, dont le nombre, la 
forme et la situation sont quelconques, et à chercher la distribution de 
l'électricité en équilibre sur les divers conducteurs pour des valeurs 
connues des potentiels ou des charges de chacun d’eux. 

Le principe de Murphy ramène ce problème si compliqué à celui de 
l'influence de masses fixes sur un seul conducteur. C’est dans ce cas 
plus simple que nous nous placerons dans tout ce qui va suivre. 

On sait que le probleme de la distribution électrique sur un conduc- 
teur queleonque se ramène à celui-ci, posé par Green et par Gauss: 
trouver une fonction V des trois coordonnées, continue dans tout l’es- 
pace, dont les dérivées premières ne deviennent discontinues qu’à la 
surface du conducteur, qui satisfasse en tout point de l’espace à l'équa- 
tion AV = o, qui prenne à la surface une valeur connue en chaque 
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point, et qui à l'infini soit du même ordre de petitesse que l’inverse de 
la distance à l’origine. 

Quand il s’agit d'un conducteur fermé, on peut substituer à l’équa- 
tion différentielle AV = o une équation fonctionnelle à deux variables 
indépendantes, plus avantageuse dans certains cas. 


I. — Établissement de l'équation fonctionnelle. 


Considérons un point M de la surface o du conducteur où la densité 
électrique a pour valeur e. Ce point subit les actions des divers élé- 
ments électriques e’ds’ du reste de la surface o et des charges 
qj(t =1, 2,..., p) des points électrisés extérieurs, que nous suppo- 
sons au nombre de p. Le potentiel au point Ma pour valeur 





retr, désignant les distances au point M de l'élément do’ et du point 
de charge g;.Si l’on prend la dérivée de V suivant la normale inté- 


. . OV 
rieure n, on sait que la valeur de la fonction <= en un point de la sur- 


face est la moyenne arithmétique des valeurs, o et Are, de cette même 


fonction en deux points, l’un intérieur, l’autre extérieur, infiniment 
I 


a . , r cos (7, 7) 
voisins du premier : c'est done are; et, comme — = ——>’—. on 
aura 

* e' cos ( ) I ‘ 0 ) 
I e'cos(r,n COS(T,, A 
(1) e = — Ir de + — Veen. 
ar, r? AT rn; 


5 1 


Telle est l’equation fonctionnelle que nous avions en vue d’obtenir. 
Comme le potentiel n’y figure pas, il est bon d’en donner une dé- 
monstration directe. 

Coupons la surface 5 par un plan infiniment voisin du plan tangent 
en M. Ce plan partage le conducteur en deux calottes s et S, la pre- 
mière infiniment petite. L’aire de la section s, diffère infiniment peu 
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de s. D’un point quelconque de s, on voit s, sous un angle solide infi- 
niment voisin de 27, si la surface ne présente aux environs du point M 
aucune singularité. Donc, la densité étant continue, la calotte s exer- 
cera sur s, une répulsion dont la composante normale, d’après un 
theoreme de Gauss, est-sensiblement égale à ates. 

Soit F la composante normale de la répulsion exercée sur s, par la 
calotte S et par les points électrisés extérieurs. La condition d’équi- 


libre est 
F—ares; 


et, comme on a visiblement 


! P . 
im = f° cos) dg! NE cos (Tis 2), 
$ o r rj 


on en conclut l’équation (1). Cette équation fonctionnelle détermine 
l’inconnue e; les deux variables indépendantes sont les deux angles 
dont la relation avec le rayon vecteur définit la surface du conducteur. 
Elle a toujours une solution et une seule; car elle exprime, comme il 
est facile de s’en assurer, que, sur une surface intérieure à o et infini- 
ment voisine, la composante normale de la répulsion est nulle en 
chaque point (5 = 0). 
on - 

Avant d'utiliser la formule (1) pour la solution du probleme des 
spheroides conducteurs, nous allons en faire quelques applications 
tres simples, qui en feront ressortir les avantages. 


II. — Influence d'un point électrisé sur une sphère conductrice. 


En appelant R le rayon de la sphere, V son potentiel constant, g, la 
charge du point, d, sa distance au centre de la sphère, on a visible- 
ment 





“os(r. #) = dt = R*+ r? — aRr,cos(r,,n), v= eds + T. 
r 2R 6 r ry 


Si dans l’équation (1) on porte les valeurs des cosinus tirées des 


SUR LA DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ, ETC. S.9 


deux premières relations et qu’on tienne compte de la troisième, on 
obtient 





(2) - e== —— — 1 2 


On retrouve ainsi, par la voie la plus directe, le résultat que Sir W. 
Thomson a obtenu par des procédés détournés si ingénieux. 


III. — Sur un corps d'épreuve. 


Un corps d’épreuve est, comme on sait, un conducteur de très 
petite dimension qu'on met en contact avec un autre conducteur de 
dimension finie. La charge prise par le corps d’épreuve ne dépend 
pas de la forme de la surface touchée; elle est proportionnelle à la 
densité électrique au point touché, avant le contact. La difficulté, in- 
surmontable dans la plupart des cas, consiste à trouver le coefficient 
de proportionnalité. Lorsqu'il s’agit d’une petite sphere, Poisson a pu 
déterminer le rapport de sa densité électrique moyenne à la densité 
rt? 
= 

Voici un autre cas dont notre équation fonctionnelle permet de 
faire la théorie. Le corps d’épreuve est le corps de plus grande attrac- 
tion, dont l'équation polaire est 


au point de contact : ce rapport a pour valeur 





(3) 


La constante a est le diametre; le corps, qui est de révolution 
autour de son diamètre, présente au pôle un aplatissement infini. 

Imaginons qu’on mette en contact par leurs pôles deux corps de 
plus grande attraction; on les suppose lous deux conducteurs et l’on 
communique à leur ensemble une charge électrique M. Exprimons 
que toutes les répulsions électriques se font équilibre au point de 
contact; en affectant de l'indice 1 toutes les quantités relatives au 
deuxième corps, nous aurons 


"e’ cos e, cos , 
J ds =/ L do’, 
r? r? 
co 1 6 


‘ 
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ou, en vertu des équations des deux corps, en désignant par m, m, 
leurs charges, 

mm 

a? a? 





(4) 


Ainsi la charge totale se partage proportionnellement aux carrés 
des diametres, c’est-a-dire aux surfaces. 

Supposons maintenant Je second corps isolé et possédant à lui seul 
la charge M = m + m,. L'équation (1), appliquée au pôle, donne 


I e, COS? m + m 
— { 1 r_ 1 
ar 6, | 1 





En combinant cette relation avec la relation (4), on trouve 


e m I + 1 
= —(|— +7)» 
'Tar\at a! 


et, si le premier corps est très petit par rapport au second, 
(5) m —2rae;. 


D'après la théorie du corps d’épreuve, ce résultat subsiste lorsqu'on 
remplace le second corps de plus grande attraction par un conducteur 
quelconque. Le rapport cherché est axa’. L’aplatissement du corps 
d’épreuve au pôle fait qu'une erreur de contact assez grande n’influe 
pas sensiblement sur la distribution électrique du système. 


IV. — Énergie électrique des conducteurs fermés. 


À la formule (1) se rattache une expression nouvelle de l’énergie 
électrique qui, au point de vue analytique, n’est pas sans intérêt. 
Généralement, l’expression de la densité sur un conducteur com- 
porte un facteur arbitraire, que l’on détermine en se donnant, soit la 
charge M, soit le potentiel V. Chacune de ces opérations conduit à une 
double intégration, de sorte que l'énergie W = MV se présente sous 
la forme du produit de deux intégrales doubles. On va voir qu'une 
seule intégrale double suffit à exprimer l'énergie électrique d’un con- 
ducteur fermé. Nous pouvons d’ailleurs supposer qu'un nombre quel- 
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conque de conducteurs, non influencés par des charges fixes, sont en 
présence. 
Soient 


M un point de l’un d’eux, 

m = eds la charge en ce point, 

M’ un autre point du système, 

m’ sa charge, 

2 et p’ les distances des points M et M’ à une origine fixe O. 


Les divers éléments M’ exercent en M une répulsion totale dirigée 
suivant la normale extérieure n, et dont la valeur est are. En pro- 
jetant les répulsions composantes sur la direction 9, on a donc 





\ 7 , COS(M'M,p) —arecos(n,p). 
M'M , 


Multipliant les deux membres de cette égalité par ms = ep do, puis 
intégrant sur toute l’étendue des p surfaces conductrices, il vient 


Ge cos (MM) =) fanetp cos(n,0) ds. 
MM - | 


On peut, dans le premier membre, grouper les termes deux a deux 
de manière à mettre en évidence la somme partielle 





mm. 





—; [p cos(M’M,c) + pcos(W'M,>')]. 

On reconnaît aisément que la parenthèse se réduit aM’M, en sorte 
que le premier membre de notre équation, SS Ar’ représente l’e- 
nergie électrique W de tout le systeme. Nous avons donc la formule 


(6): Weary [ etpcostn,p) ds. 
pP 


Elle est susceptible d’une légère transformation. Appeluns dw 
l'élément de surface sphérique décrite du point O comme centre avec 
l'unité de rayon; suivant que le rayon vecteur o sort du conducteur ou 
y pénètre, on aura docos(n,s) = + o?dw, et, en regardant comme 
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négatifs les rayons vecteurs qui entrent dans le conducteur, comme 
positifs ceux qui en sortent, l'équation (6) devient 


(7) Waar fetptdn. 
p 


Pour une sphère de rayon R, la formule (7) donne immédiatement 
l'expression connue W = 8r?R’e?. 


V. — Énergie électrique d'un disque plan. 


La méthode de calcul qui précède n’est pas directement applicable 
a l’énergie des disques, calottes, zones, etc. Il faut connaitre la distri- 
bution de l'électricité sur les corps épais dont l’aplatissement peut 
donner naissance à ces surfaces. 

Avant d'aborder le calcul de l'énergie d’un disque plan à contour 
quelconque, nous ferons quelques remarques relatives à la distribu- 


tion de l'électricité sur l’ellipsoide _ 
| mt yt st 


Si c désigne le demi petit axe, cet ellipsoide est aplati dans le sens 
de l’axe des z. On sait que la densité électrique een un point de la sur- 
face est proportionnelle à 











r et Ÿ représentant les coordonnées polaires dans le plan des xy. 

Le plan qui passe par l'axe des 3 et par le point considéré coupe l’el- 
lipse du plan des xy suivant un diamètre dont la demi-longueur « est 
donnée par la formule 





1 __ cosy 


(9) — 


a? a? 


‚ Sin? 
TT bt ° 
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Posons maintenant 


a? 2 b? _. ce? 2 


— C € 
2 intel — 
(10) qe cos y+ pe sinv= 








et désignons par e, la densité au sommet du petit axe; nous aurons 


(11) e—e 


Si l’ellipsoide dégénère en disque elliptique (c — 0), ¢? tend vers 1, 





2 
— tend vers une limite #?, finie et différente de zéro, 


et le rapport 


_ bcos?) + a®sin*y 
«<b cos? + atsin?y 


(12) A? 


Remarquons enfin que, si y désigne le rayon de courbure au sommet 
. . s . c? 
le plus aigu de la section correspondant à l’azimut %, le rapport 7 


reste toujours égal à la quantité finie «. 

Cela posé, considérons un disque plan à contour quelconque. Nous 
prendrons son plan pour plan des xy (ou des r, |), et, pour fixer 
les idées, nous placerons l’origine au centre de gravité O du disque. 
Nous supposerons que le contour ne présente pas de point anguleux. 
En général, le disque résultera de l’aplatissement continu et indéfini 
d’une surface fermée dépourvue de toute singularité. Aux environs 
d'un point, cette surface pourra être confondue avec un ellipsoide ; 
les parties extrêmes des sections azimutales seront assimilables à des 
arcs d’ellipse très fortement courbés. 

Nous supposerons le corps aplati symétrique par rapport au plan 
des xy (ou des r, 4). Il suffira de calculer l’énergie pour la moitié 
supérieure et de doubler. De cette façon la formule (6) devient 


(6’) W = ir [etpcos(n, p) de. 


Par analogie avec ce qui a lieu pour l’ellipsoide, nous pouvons poser 


(13) e = —"_., 


ya? — ety? 
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a étant la valeur de ren un point de la ligne de contour, À et e deux 

fonctions de r et de %Ÿ, dont la seconde prend la valeur ı lorsque, le 

corps dégénérant en un disque, son épaisseur centrale c tend vers 
, c? oe . 

zéro, de telle facon que le rapport ——, tende vers une limite 4? finie 
=—c& 


et différente de zero. Enfin, si l’on désigne par y le rayon de cour- 


oo. . . c? 
bure minimum d’une section azimutale, le rapport 7 tendra aussi vers 
une limite finie ß. 


Concevons l’ellipse osculatrice au sommet aigu de la section consi- 
dérée, et soit son équation 


(14) an tra — le 


2 


x ee Cc° 
Son rayon de courbure minimum = ayant pour valeur y, on en conclut 
facilement 


(15) im © = 4/. 


r dr dy 
|— mn ) 
cos(n, 3) 


™ * cos(n,p) 
Tos , : ’ ; 
W =4nf ay f e P Gostn, 2)" 


L'intégrale par rapport à r est une intégrale singulière qui n’a de va- 
leur sensible que pour r= a. En effet, sauf dans le voisinage de la 
cos(n, p) 
cos(n, 5) 
ligne même, il est infini. Il nous suffira donc de calculer sa valeur 
pour les points voisins du contour, et nous serons en droit d'écrire les 
égalités approchées 

cos(n,0) _ cos(r', ") ds 


--— —) 


cos(n,3) cos(n',s)  dı 


Maintenant, comme on a ds = l'expression (6) de 


l'énergie devient 





ligne de contour, le rapport a une valeur insensible; sur cette 








et, en tenant compte de l'équation (14), 


_ dc r' _ c' __c a+r ( ed a c 
alts a! git pa Var: CV a+r Ver € a oi 7?’ 
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finalement, en vertu de l'équation (15), 


cos (nr, p) __ 
cos(n,3) 3 re 





En portant cette valeur dans l’expression de W, oü nous ferons 
£=2 et où nous remplacerons e par sa valeur (13), nous obtiendrons 


Ws sate | a er dr dr 
+ ef "a vi Wf oi = (a? — e? year 





Si l'on pose ya — r? = ¢ et sil’on se rappelle que —, = tend vers la 
2 
. . . dr 
limite finie £?, l’inté rale | T 
8 (a?— 6%) (at — et rt) Var — 
[” Ac dt _ tan et tk 
act et kIG og (ANC MANE OF > 2a 


“0 


On a donc enfin 


ak — 
(16) W — ant [ Kd? a? = ay. 
0 


On voit que l'énergie électrique d’un disque plan s'exprime par une 
seule intégrale simple prise le long de son contour. 

Pour appliquer la formule au disque elliptique, il faut faire 8 = «, 
A= e,, remplacer a et # par leurs valeurs tirées des relations (9) 
et (12). On trouve ainsi 


17 
(17) Weantarbres [ es 
o (a? sin?) + 6? cos?) (at sin? + 5* cos?) 
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CHAPITRE II. 


DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE A LA SURFACE D'UN SPHEROIDE CONDUCTEUR. 


La principale application de notre équation fonctionnelle est la so- 
lution du problème de l’équilibre électrique d’un sphéroïde différant 
de la sphère d'une manière sensible. Nous supposons le sphéroide 
dépourvu de toute singularité, pointe ou arête vive; mais sa surface 
peut être composée de portions raccordées de surfaces différentes. Il 
est soumis à l'influence d’un nombre quelconque p de points électrisés. 

Mais, pour ne pas interrompre l'exposé de la solution, nous ferons 
quelques remarques préliminaires sur les développements en série, qui 
nous seront indispensables par la suite. 


I. — Digression sur les développements en série. 


Soit à développer en série entière un produit de puissances de séries 
ou de polynömes AfB$...L? : 


A= AQ) +Q,0 4-Agx?+..., 
B= 6,+ b27+ 6,27+..., 


L=4 +lx +42'+..., 


les exposants x, 5, ..., À étant quelconques. 

Lorsque aucun des termes constants a, Das, .... d n’est nul, ce dé- 
veloppement est toujours possible pour des valeurs suffisamment 
petites de x. En appelant 


U=u+ur+ur +... 


Ja série cherchte et en égalant la dérivée logarithmique de U à celle 
du produit donné, on à 
C' A! 


L’ 
A y 
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L'identification des deux membres de cette égalité, qui sont ration- 
nels en x, fournit les inconnues uy, u,, Ua, .... Voici le résultat de ce 
calcul. 


Designons par s, la somme de tous les produits ab...! pour les- 
quels la somme des indices est égale à p. En convenant de traiter les 
indices comme des exposants, on fixe la signification des symboles 


Osp\ [05»\ (Op OS» 
(52) (SE) u (a ar (05e) ++ Posons 


r os, OS, OS,‘ 
(18) spa (a 52) +) ++ 3) 


Les coefficients u seront donnés par la relation récurrente 
(19) Psoup— [si —(p—1)si]up-s + [8 — (Pp — 2) Sa] pa +... + Sp tho 
à laquelle il faut adjoindre l'expression du premier terme 
u, — ar bé. À, 


On conclut de là, pour exprimer w,, un déterminant qu’il est inutile 
d'écrire. Les a, b, ..., / étant finis par hypothèse, les coefficients « 
sont visiblement finis. Si l’on appelle poids d’une lettre a le produit de 
son indice par son exposant, poids d’un terme ab.../ la somme des 
poids des lettres qui y entrent, u, est une fonction rationnelle, homo- 
gène et de poids p des a, b, ..., !. 


II. — Solution du problème par une série d'intégrales définies. 


Soit en coordonnées polaires (9, 9, |) 
(20) p=R(G+n) 
l'équation du sphéroide. Considérons la famille de surfaces 
(21) p—=R(i+an), 


où a désigne un paramètre compris entre o et 1 ; elles sont toutes com- 
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prises dans les parties du sphéroide primitif extérieures à la sphère de 
rayon R et dans les parties de la sphère extérieures au spheroide. Nous 
allons chercher la distribution de l'électricité sur l'un quelconque de 
ces sphéroïdes intermédiaires. 

Soient M et M’ deux de ses points, >, 0, Ÿ et >’, 9’, d’ leurs coordon- 
nées, r la distance de M à M’, en grandeur et direction. 

Au systeme fixe (9’, 4") il est avantageux d'adjoindre un systeme de 
coordonnées (w,%) mobile avec le point M, dans lequel le nouvel axe 
des 3 passe par ce point. On passe du premier système au second par 
les formules bien connues 


cos 4'= cos cosa — sind cos», 


22) cot (YY) = 


0059 cosp + sind cot 
sing 


Designons par v l'angle de la normale extérieure au point M avce la 
direction der; par e, e’ les densités électriques aux points M, M’; par 
Gift =1,2,...,p) la charge du point électrisé Q;; par ¢;, 9;, ba» w,, Zu 
r;, v; les quantités relatives au point Q; analogues aux quantités >’, 9’, 
V, , 9, 7, v relatives au point M’. 

Lorsqu'on se donne le potentiel constant V du spheroide, la densité 
électrique au point M est complètement déterminée par l'équation 
fonctionnelle 


P 
0 
I e COSY I COSY 
(1') e—-- — = da KT i 
; i 








COSY 

r 

Si l’on appelle 8 l’angle des deux directions p et r, 5 l’angle de la 
normale extérieure au point M avec la direction 9, À l'angle du plan 
déterminé par p et par cette normale avec le plan méridien correspon- 
dant à l’azimut 4, le triedre dont les arêtes sont p, r et la normale 


donnera 





Commençons par évaluer 


cosy = cos 5 cost + sin sing cos(o — 2) 


ou bien 


(23)  cosy= cos8 cos + sin 3(sinÿ cos cosy + sing sind sing). 
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Dans le triangle dont les côtés sont ¢, 2’, r, on a 








(24) r= p*+ 4’? — 200" cosy, 
Le 0 COS4) — 6 . cc 9 SING 
(25) cos 3 = ! oO sind == —— 


Les produits sin € cos À, sin{ sin À se calculeront de la ınaniere sui- 
vante : la normale extérieure fait avec les directions des coordonnées 
polaires >, 0, 4 des angles ©, ¢,, /, déterminés par les formules 











. COSS Coss, COS Êe I 
(20) "= = o-oo TT. 
? 0% 1 dy / dot ı Os? 
= WF ef NT / 1.2! — _—_ .!_ 
05 sind 0b  \/ “TG À Sins oi: 


iu projetant la normale extérieure sur un plan perpen:liculaire au 
ravon vecteur 5, on obtient tes relations 


(27) sin? cos? = cos, sing sin? = cosZ., 


où cost, coss, doivent être remplacés par leurs valeurs (26). 
Portant dans l’equation (23) les valeurs (25) et (27) trouvées pour 
cos 3, sinß, sing cosa, singsinA, et divisant les deux membres de cette 





équation par r= \/5? + 9° — 299’ cusw, on obtient finalement 


? rei Oo — sing 06° 
9? — 60 COS) + 6'SiN® (COSY — 4 2 UC 





28) cosy tS of ag" sind df I 
me an a FE; 
2. _— OS" = .t. — —— —__ 
(ott Bo app COSM)N, DE Ors À ng OF 
e cos 9 ’ bd id , U 
L’expression de — —— se déduirait de la précédente par le change- 
é 


ment de 9’, w, 9 enz,. W;, 9,3 mais, dans les transformations que nous fe- 
rons subir à l’équation (1), nous aurons besoin de connaître la valeur de 


[4 


p? — 0G; COSG); + Pi Sin 6); (cos Qi 


x 


Oo + sin 9; 06 | 
05 sind ab 


COSY; _ | 
r} 


(29) — 


Fon: Lie ; \3(24. OF 4 de? \ 
\ (2 -L G7 — 20, COS); a" + on + sin? qui) 
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Enfin, pour achever le calcul des termes qui figurent dans notre 
, . . . , . do’ a: . 
équation fonctionnelle, il faut évaluer le quotient —- Si l'on conçoit 


que, dans l'expression du rayon vecteur £’, on ait éliminé 6’ et 9’ au 
moyen des formules de transformation (22), on trouvera aisément 


dpt _1 op" 








PH + Sr 
(30) oo =p’ dn? Sint 0% in desde. 
p.+p*— 260 COS 
Cela posé, dans les expressions (28 ), (29), (30) de — —, — — 


= et dans celle de la quantite 


(3ı m Il U m — nn ETT 
) aR,, 2h Vp’ + pi — 26; COS; 





2 


qui apparaitra dans les transformations ultérieures de l’equation fone- 
tionnelle, remplaçons ¢ par R(1-+ az) et p’ par R(1 + an’); si l’on 
met en évidence le paramètre a, elles prendront la forme 











cosy I 1+ (7,2 + Ga 
Or TaR G+Hx+ 1,ar)yı+ Apathy?’ 
COSY; Ko+ Kia + Kia 
r} "vor L,a+ 1,22) + hye ha) 


(32) 


de I+ 4 Ith at hia a? sine dd: 
= R(1+ an’) m 
T+ lat Ha Vi 2(1— Coss) 


, An RÉ L,x 
où G,, G, ont les valeurs 


On sino On 
n—n'+ sing COS 9 = +—— — 





x sin’ 

G=n+n + RTE 
I — COS 0) 
(35) ‘ 
. on sing dn 
n?— nn'coss + n'sinw | cose — z+ on 
G,— 09  sinf Oy 
21 171 — 4 


I — COS) 
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S.21 
el H,, H,. hs ha, h, h,, Ko. K,, K,, L,, L,, L, les valeurs 
, n+n'—onn'cos"s 
| Hyeatn, HW, = — —  — —_—_ 
2(1— COS) 
In? 1 On? 
h —2n hi, = n! + — _— -— 
! ’ ? 09° sin? 4 U? 
on’? I On" 
29! h = an h,=n?+ — - 
(33) | , ; Oo)? sin? 6) dg?” 
K, = R — 9; cose, = Rv’, 
K, — (2R — 9; cosm;) nr + 9; Stns); ( co an + sing dn 
— — 9; COS); - . . S 9 —- —! — 
oo" Pismo 209 7 sing aL)’ 
| Lo = R?2+ of} —2Ro;cosw,, Li=aRa(R—o;coss;), Ly=. Rr’. 


Maintenant, les formules (18) et (19) du paragraphe I nous per- 
mettent de développer les expressions (32) en series procédant sui- 


vant les puissances croissantes de &. Les développements seront de 


la forme suivante: 











mt © ‘ 
COSY | à 
Pen Due) 
in À 
mn 7 x 
/ > 2 ? 
I COS Y; R?— o? 1 NT 
(34) I Gr + ee | = —— ‚ann — : + — \ A. a, 
' ar; N; 2Ry CR? + ge} — ae; cose;)* , nd 
m © d ] 
ds! à sine da do 
—z R I+ Ÿ Cy al" SS = 
} | V2 (1 — COS4)) 
\ LUZ ES 


Le ‘calcul des coefficients Ay, On. Cn serait pénible et n'offrirait 
d’ailleurs que peu d'intérêt. Nous retiendrons seulement l'expression 


de b,, qui nous servira dans les applications aux spheéroides tres peu 
différents de la sphère : 


ta 


1+ sine (cos On sing on) 
necosa)— i SIN w S9 — ct — 
Qe ‘ ? 99 sing Ib, 
(35) b, Too ar IT — _... - 
— COS! 


Revenons à l'équation fonctionnelle (1’), que nous pouvons écrire, 
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P 
; À 
en ajoutant et retranchant à son second membre \ 


1 


Hi , 
4 TR r; 


, I P P \ 
I e" cosy de 1 Ag I 1 COSY; 
e=— — | —-- + oa N -- Vi +). 


— : re 7 : a-R , , , 
ar) 1! ? arR l'; 27 R ù 2R7r; r? 





Substituons-y les séries (34) et décomposons l'intégrale f en deux 
qT 


.. . I . 
autres, dont la premiere correspondra au premier terme — du deve- 





COSY 
loppement de — — et la seconde aux termes restants. Posons, pour 
abréger, 
(36) Un = din + Os Cm +. + Dans 


il viendra 


‘ . p P ~ 
a "e'ds' NY, \ R? — 3} 
Co. FR TT + N Fr. + N fi == TE: = EEE 
AT Jg i 2 A (R? + p7 -- aR; cose; ) 


an x mo . Pp mx 
I ' mn Sins do ds m 
-4- Fr e An = + Vi Au 
4 e e 1 —-* , 
= 9 v mi \ 2 (1 COS) 1 mail 
Posons maintenant 
(38) CT eg FORA Cy HK? Feb Oman"... 


Le terme général e,, est une fonction des angles 0, } qu'il s'agit de dé- 
terminer; si l’on y remplace 9, 4 par 0’, 4’, e„ se changera en e’,, qui 
deviendra une fonction de w, 9, lorsqu'on aura éliminé 9’, Y au 
moyen des formules de transformation (22). 

Dans l'équation (37) substituons les développements de e et de e’, 


p 
e'ds' A Ti 9 
et remarquons que la somme | — + N ~~ n'est autre chose que le 
vg [3 
1 


potentiel V du sphéroïde. Les deux membres sont deux séries entières 
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en a, qui doivent être identiques : on en conclut 


_ +. RP pi 
| eu — TR fi VORT+ 0? — 2Ro; COS 6); )8 


[” sine den de 
em Sun f (ey Ant e 1 Im- ++. Em 4) — —" 


Y2(1--00s%) 


Les formules (38) et (39) résolvent le problèine proposé. Comme 
elles expriment chacune des fonctions e,, à l’aide des fonctions d'indice 
moindre, elles permettent de calculer ces fonctions de proche en proche; 
du moins elles ramènent ce calcul à une suite de quadratures qui, à 
défaut d’une évaluation exacte, généralement impossible, donnent prise 
aux méthodes d’approximation indéfinie telles que celle de Gauss. La 
densité électrique en un point du sphéroide primitif s'obtient en faisant 
ax — 1 dans la série (38). 

Il peut arriver que le sphéroide donné fasse partie d’une famille 
naturelle de surfaces dépendant d’un paramètre @ et se réduisant à 
une sphère pour la valeur zéro de ce paramètre. On développera en 
série suivant les puissances croissantes de « le rayon vecteur 


p=R(G+an-+atn;+...), 


el l’on suivra la marche qui vient d’être indiquée. La seule différence 
consistera en ce que dans les formules (32) figureront actuellement 
des séries et non des polynömes en a. 

Enfin le rayon vecteur peut dépendre de plusieurs paramètres et 
devenir constant pour des valeurs nulles de tous ces paramètres : on 
le développera en série multiple. 


III. — Convergence de la série. 


Il reste à examiner les conditions de convergence de la série (38). 
Nous nous bornerons au cas le plus intéressant, celui où le sphéroide 
n’est soumis à aucune influence. Les formules de résolution (39) se 


S.24 G. ROBIN. 


réduisent alors à 





- = V 
0 Ark 
10 | 
(40) 17 sine) dw do 
| En = = “Ce, Ante Am- it. + En ‚a) ZI 
\ Ar Valı —coso) 


Montrons d'abord, ce qui est loin d'être évident au point de vue 
analytique, que e, est toujours fini; il suffit de prouver que la pa- 
renthèse (e, an +e dan +...+e, 4) ne devient jamais infinie, 
puisque l'intégrale | 


m— ‚@ 


i * sinw do do 
«og rT) V2(1— cosw) 


a la valeur finie Ar. 

La relation récurrente qui lie les fonctions e,, de proche en proche 
montre que cette parenthese est finie en méme temps que les coeffi- 
cients a„. Or ces coefficients, définis par la relation (36), sont des 
fonctions entières, homogènes et de poids m des bet des c. Si l’on se 
rappelle les conclusions du paragraphe I, on verra que b,, est une 
fonction linéaire, homogène et de poids m, des quantités G,, G,, H,, 
H,, A,, A,, que c„ est une fonction linéaire, homogène et de poids m, 
des quantités 7’, H,, H,, k,, À, [formules (33) et (38’)]. Parmi ces 
quantités, les seules qui pourraient devenir infinies, et cela pour w =o, 
sont G,, G:, H,, 2,. Nous allons faire voir qu'il n’en est rien. 

A cause de l'absence supposée de singularités, on peut, dans les en- 
virons du point M(p, 0, 4), développer n° par la formule de Taylor 


an 7 on 0?n dG? d'n an dl? 
06 + pt GR at 9709 NT OR we 


n= n+ 
Si le point M est sur la ligne de séparation de deux portions rac- 
cordées de surfaces différentes, les dérivées secondes de n auront en 
général des valeurs différentes de part et d'autre de cette ligne. 
Quand w a une valeur infiniment petite dw, 0’ et Ÿ’ ont des valeurs 
6+ dû ct Ÿ + dy très voisines de 0 et de Ÿ. Les formules de transfor- 
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mation (22) donnent alors pour d9 et dy} les expressions 


dÿ = coso du, 
sino 
ay = Sing 
Si donc on pose 
u— On, sing dn 
= COS? 95 Ÿ Sind OY’ 
on sing din  sin’o d’n 


"= costo on À ? COS ing 05 ay © sin*9 oy?’ 


den? 


il viendra n’= n + udw + v —.- Substituant cette valeur de n’ dans 


les formules (33) et (33'), où 1 on remplacera sinw par dw, 1 — cosw 
2 e 
par — on trouvera pour valeurs limites de G,, G,, H, 


9 

m 2 à = 
G,=an—v, G,= — + ut — nv, IL, = 2° + u. 

2 


Ainsi, même pour w = 0, G,, G,, H, demeurent finis; mais alors ils 

deviennent indéterminés, puisqu'ils dépendent de l'angle 9, c'est- 

a-dire du chemin que suit le point M’ pour se rendre au point M. 
Pour prouver que la quantité 


on"? D 1 Qn”? 
du? " sintw do? 
e 


ne devient pas infinie pour w = o, il suffit de montrer qu'aux environs 


hy n+ 


du point Mon Jo est du méme ordre que sinw = dw. Cela résulte de 


l'expression précédemment trouvée pour 7’, qui, différentiée par rap- 
port à 9, donne 


On, du _ . On 4. £989 On 
de — 4 9 = da (— 519? O09 * sing in) 

Ainsi les coefficients e,, de la série (38) ont toujours des valeurs 
linies et, de plus, déterminées, car l’indétermination du seul élément 


qui correspond à w = o ne peut influer sur les intégrales qui représen- 
tent ces coefficients. 
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Cherchons maintenant une limite inférieure de convergence de la 
serie 


(38) e = te + Gt... Hem hi... 


Si l’on désigne par «%, la plus grande valeur absolue de a,,, par 
Los Cay Coy os Um +++ Une Suite de quantités dont la première est 
égale à e, et dont les autres sont déterminées par la relation 


s" Le ° , » , 
Lin — Lo ST TT & SH; +. + y - 1 À, 


on voit, en se reportant aux formules (40), que «, est une limite su- 
périeure de e,,. La convergence de la série ( 38’) est alors entraînée par 


celle de la série 
| Cm Uy + Li + Cg +... 4 Cy 4... 


On peut remarquer que la série ¢ diverge, si l’un quelconque des -1,,, 
est supérieur ou égal à l'unité. En effet, ¢,, est visiblement une fonc- 
tion entière, de poids »?, homogène quant au poids, à coefficients tous 
entiers et positifs, des quantités positives .&. Si pest un diviseur dem, 


m 


Cm contiendra le terme &, 45 avec le coefficient + 1. On peut prendre m 
aussi grand qu’on veut; si .t, est supérieur ou égal à 1, ¢,, ne tend pas 
vers Zéro. __ 

On reconnait aisément que la série £ converge si Vtt, est constam- 
ment inférieur à un nombre plus petit que 4. Cette condition exige que 
le sphéroide ne soit pas trop différent de la sphere; en effet la grandeur 
des quantités +, dépend de l'excentricité du sphéroide, puisque a, 
On on, On' dni 
09° ab”? On’ 03 
Malheureusement le critérium de convergence suffisante qui vient 
d'être indiqué limite beaucoup plus qu'il n’est nécessaire le domaine 
dans lequel peut se mouvoir cette excentricité. 

Lorsque la série (38°) n'est pas convergente, la méthode n’est pas 
applicable au sphéroide donné ; mais elle convient certainement encore 
aux spheroides intermédiaires, définis par l'équation 9 = R(1+ an), 


est une fonction homogene, de degré entier m, den, 


pour toutes les valeurs de x inférieures à ———_--—. 
2maxX. (4 Ara 
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IV. — Charge du sphéroïde. 


Revenons à la série 
(38) e=e+erx+te x+...+e, x", 
el arrétons-la au terme de degré mn : la densité électrique est évaluée 
avec une approximation de l’ordre zn. Mais, pour déterminer la charge 
M du spheroide, avec la méme approximation, il suffit, comme on va 


voir, d'évaluer la densité avec une approximation de l'ordre m — 1. 
Supposons que l'on développe suivant les puissances de « le quotient 


> = (1+ fix + fr... fin x) sing dd dd. 


Le potentiel constant a pour valeur au centre 


27 AT 
V—-R? [ (Cy Op % ++ Cm a”) (fo + ia teeth x”) sind da dd. 


0 yo 


En vertu de la premiere relation (40), le potentiel V a, pour tous les 
sphéroides ¢ =R(ı + an), la même valeur ArRe,. On en conclut que 
l'égalité précédente est une identité en «; d’où, en égalant à zéro le 
coefficient de a” dans le second membre, 


27 T 
(41) f f (Co fim fm +... + em) sing dd dy = 0. 
0 “0 
La charge électrique a pour expression 
d 
M= feds= fe ÆRG+an) 
5 o P 
27 T ° 
= R° | (a+aa+..+enam) (I+ fiat. +fua)(+ar)sin6didy. 
e 0 ag 


Mais, en vertu de la condition (41), cette expression se réduit à 


un 2T AT 
(42) M=R’| 47e, + Saif [ n(& fing +e fi-g +--+ er-1) SiN 9 d5 dy 
© 0 0 


i=i1 


La fonction e;_, du plus haut indice qui y figure est ¢,,.,, et non e,„. 
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V. — Sphéroides très peu différents de la sphère. Sphéroides composés. 


Supposons le sphéroïde assez peu différent de la sphère pour que 
les puissances de n supérieures à la première soient négligeables : 
c'est le cas traité par Poisson. L'expression (42) donne alors, en v 


V 
4nR° 
27 
(43) M=VR (+n f f nsinsasay), 


L'intégrale qui figure au second membre est proportionnelle à 
l'excès du volume du sphéroide sur celui de la sphère de rayon R. On 
en conclut qu'au degré d’approximation adopté, tous les sphéroides 
de même volume qui possèdent la même charge sont au même pu- 
tenticl. 

La série qui représente la densité électrique se réduit à ses deux 
premiers termes : 


EP + e,== V LL sinodwdo |. 
| ark | in ff Sf: Yatıcoso)]’ 


el, comme en vertu des relations (35) et (36) on a 


remplaçant e, par 


On sin ng 3) 


n COS) — n’'-+ sina | cos + — 
j ( * 09 sind db 














Q,—= 62-5 —— - - -—- — ——— 
I — COS 6) 
il en résulte 
ncoso — n'+ sine (cos On +. sing on) 
ov ) So = — 
hy ox v DS j ( 7077 _Sinÿ ay! sin“ do de 
ArR 1 -- COS \ ‘2(1— cosa) 


On résout ainsi, par une intégrale définie, le probleme,que Poisson 
a résolu au moyen d'un développement en série de fonctions sphé- 
riques. 

Lorsque le rayon vecteur du sphéroïde est, pour toutes les régions 
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de la surface, une même fonction des deux angles 9 et Ÿ, nous dirons 
que le sphéroide est simple; nous dirons qu’un sphéroide est composé 
s’il est formé de portions raccordées de sphéroides simples. 

Le problème de l'équilibre électrique d’un sphéroide composé se 
simplifie lorsqu'on connaît la distribution de l'électricité sur chacun 
des sphéroides simples, supposés complets, qui composent sa surface. 

Pour tixer les idées, nous supposerons que ces sphéroïdes simples 
sont au nombre de deux seulement. Soient 2, n, leurs excentricités 
en un quelconque de leurs points. Désignons par e la densité élee- 
trique en un point de la portion du premier sphéroide simple con- 
servée dans le sphéroide composé, pour un potentiel égal à V; par e 
la densité connue au même point du premier sphéroide simple, sup- 
posé complet, pour le même potentiel; par e,, ¢, les quantités ana- 
logues à e, e pour le second sphéroide simple. Je dis que l’on aura 


! n! — n; sine dw do 
e —E + OL) 
| uf 1 — C0Sw V2(I— COS) 


eee mon _sins dode 
1 — €1 + [fe so Va(r— cos) 


la première intégrale double s'étendant à la portion conservée du 
second sphéroide simple, et la seconde à la portion conservée du pre- 
mier. | 

Pour démontrer les formules (45), il suffit d'observer que l’expres- 
sion de la densité est 


.n cos» — v’+sinw ( cos dn sing on 
un af I" 79% sind OL sin dene dy 


- u 
| ri 


(45) 








e086) \/2(1— cose) 


où la quantité v’ affecte, suivant la région où se trouve le point (w,®), 
l'une des deux formes analytiques n’, rn. Si l'on ajoute et retranche 


l'inté 
intégrale 
, sing dy do 
an 1 — COS® Va(ı — cos) 


etendue à la portion supprimée du premier spheroide simple, l’expres- 





n cosa — n'+sinw| Ccos¢ an + sing on 
— 2) u EE L 1 
N 1799 __sinÿ df) sinndmds 
ArRL I -— COS \/2 (1 — cose) 
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sion précédente s’écrira 





nen n, sina ds _Sino dodo 
+ ae 1— cose) V2(1— cose) 


la seconde intégrale s’etendant à la partie conservée du second sphe- 
roide. On en conclut la première des formules (45). 

L'extension de ces formules au cas où les sphéroïdes composants 
sont en nombre quelconque est évidente. 


VI. — Distribution de l'électricité sur un conducteur ovoide. 


Appliquons ces résultats au conducteur ovoide formé par deux demi- 
ellipsoides de révolution qui se raccordent à l'équateur. Si l’on prend 
pour origine le centre commun, pour plan des Ÿ l’équateur, les équa- 
tions des deux ellipsoides, supposés tres peu différents de la sphère, 
sont 


(10) n = v Cos* 6, n1= vy, COS? 6, 


v, Y, désignant les excentricités aux deux pôles. 
Calculons d’abord la charge en fonction du potentiel. Soit R le rayon 
équatorial. L’équation (43) donne 


x . 
y pit pi | 
u-valı uf f cos*9 sind do dy + — sf ¢ cos? snsasat), 
: Ho “0 





(Un) M=VR (14+ 75"). 


Les densités électriques en deux points situés sur le même méridien 
à égale distance de l'équateur sont données par les formules (45), 
qui “deviennent 
v N 


(48) ese + EL 
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si l’on pose 


aff” n'—n, sinw du do 
| » À 1—0050 Yalı — cosa) 


+ désignant le plus petit arc, compris entre le point (9, 4) et l’équa- 
teur, du grand cercle qui passe par le point fixe (9, Ÿ} et par le point 
variable (w, 9). 

Commençons par évaluer e : c'est la densité électrique au point 
(9, 4) du premier ellipsoide, supposé complet, lorsque le potentiel est 
égal à V. Elle est, comme on sait, proportionnelle à la distance du 
centre au plan tangent mené par le point (9, 4). Au degré d’approxi- 
nation adopté, cette distance est égale à R(1 + 2) ; et, si l’on appelle u. 
la charge, on aura, en appliquant une formule connue, 


R(1+ 27) p- 
= Ray) = Take G+). 


D'ailleurs, si dans l’expression (47) on fait v,=v et par suite 


M= u, il vient u = VR (1 + 3) Il en résulte 


N av +n) = V _y 275 cos’ 0 
© aR 3)" — 3rR 3) 


N 29 +m) = V fy 2 — 3cos*s 
= FaR\' 3 /' = TER 3 


/ 








(30) 








Passons maintenant au calcul de l’intégrale double (49); en v fai- 
sant 


(51) cos 9’ — cos4 cos» — sin4 sine cos, 


elle devient 


/ 27% ‚2% 27% ‘ 
92) J — a) (eos f Jidg+sint9 [ J, Cos? y dg—asing cos | J, cosy de), 
“0 eo v 
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‘° , 6) 
COS* 6) COS — 
2 de) 
Ji= Le 
. 2°) 2 
sin’ — 
e 2 
T ( 
e is) 
sin @ COS 6) COS — 
2 ls) 
= | — @. 
9 (4) 2 
sin’ — 
Y 2 


si l’on pose 


(93) 








qui permet de conclure J, de J,. On trouve aisément 


J, = ; — ! sin? + 4 sin Z, 


— — 2 cost! 14 
J, = 2 (cos L + 3 cos „ + log ang, 


(55) | 
| 


Transportons les valeurs (54) et (55) de J,, J,, J, dans l'expression 
(49) de J. Apres cette substitution apparaissent certaines intégrales 
où y ne figure pas: nous pouvons évaluer celles-là ; pour les autres, il 
faut exprimer 5 en fonction de y. Or y est ce que devient w pour 


= = Cette hypothèse, introduite dans la relation (51), donne 


cos = cold coty, 
d'où 
cos 9 


siny Vsin? 6 — cos?y 
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Finalement on trouve 








| 6 
> a 
J 4— 15 cos?9 cosy log tang f 
yv—vy = 3n-——z-——_ + 8 cos*9 Se YY 
. 1 n_, sin?y sin’? — cos?y 
(56) n_ 
5+0 
u r oo rer _ St 
| 2 


Les deux intégrales définies qui figurent dans l’expression de J ne 
peuvent être représentées au moyen des fonctions de l’Algebre élé- 
mentaire; la seconde a la forme d’une période elliptique. Le probleme 
ne pourrait être achevé que par des développements en série que nous 
ne chercherons pas à effectuer. 


La formule (56) est inapplicable au pôle, où l'on a 0 — 0, y= 


en 


Mais, si l’on introduit directement ces hypothèses dans la formule de 
départ (49), on trouve immédiatement 


(37) Jp=an a 


(v—v,). 


La formule (56) donnerait un résultat erroné si l’on cherchaitäl’ap- 
pliquer aux points de l'équateur; car, en ces points, l'intégration par 
rapport à © doit s'étendre seulement de o ar, et non de o à 27. Si 


, . . tT , . 
dans Pexpression (49) on fait 0 = =; cos0’ = — sinw cos, on trouve 


alors pour valeur de J à l'équateur 


sin? sinta cos; de _ dn 
(58) Je = cos?o do = 3 (¥—%)- 
sin? — 


Aux pôles, les formules (50) donnent 


NV >) = al'+ 39); 
= ml F3?) 1 4nR 3 1)? 
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= R(t 3 —_Y (\_2,N\. 
— 4nR 3°)? == TER ju) 


-En portant ces valeurs et celles de J, (57) et de J, (58) dans les for- 
mules (48), on trouve : 


a l'équateur, 








Densité au premier pôle..... <i [ + 5 + 8ya—ıı (v — | 

Densité au deuxième pôle... ao [ + . — Svar (v — | 

Densité à l’équateur V ,— En), 
quateur........ ArR 3 ) 


Comme on devait s’y attendre, la densité électrique reste continue 
lorsqu’on passe par l’équateur de l’un des demi-ellipsoides a l’autre. 





DEUXIEME PARTIE. 


LES CONDUCTEURS OUVERTS. 





CHAPITRE I. 
THEORIE GENERALE. 


I. — Equation caractéristique des conducteurs ouverts. 


Nous supposerons la surface ouverte S dépourvue de toute singula- 
rité; telles sont la zone, la calotte sphériques. Pour éviter les lon- 
gueurs, nous dirons que l’une de ses faces est extérieure et l’autre 
intéricure. 

Soient 


M et M' deux points de la surface S, supposée conductrice et chargée 
d'électricité; 
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r la distance de M à M, en grandeur et direction; 

MN, la normale extérieure: 

_MN;= 7 la normale intérieure au point M; 

e,, e, les densités des couches électriques extérieure et intérieure au 
même point; 

‘ee, les densités extérieure et intérieure en M’ (ces densités sont par- 
tout finies et continues excepté sur les bords); 

Q; un des p points électrisés qui agissent par influence sur S; 

q; sa charge; 

r; la distance de M à Q,. 


Supposons qu on sache résoudre ce problème : trouver la couche de 
densité e,+ e, en équilibre sur S sous l’influence des masses fixes 
données. C’est le problème ordinaire de potentiel de surface posé par 
Green et par Gauss. 

Il reste à répartir cette couche entre les deux faces du conducteur. 
On va voir que, pour faire ce départ, une quadrature suffit. 

La surface conductrice S résulte de l’aplatissement indéfini d’un 
conducteur d'épaisseur tres petite dont la face externe S, et la face 
interne S, tendent vers S comme limite commune. C’est sur ce con- 
ducteur mince que nous allons raisonner. 

La normale à S au point M perce S, et S, en deux points M, et M.. 
Dans le plan tangent à S au point M décrivons de M comme centre un 
cercle C de rayon très petit, quoique très grand par rapport à l’Epais- 
seur M,M,; projetons ce cercle en C,, C, sur S,, S,. 

Les composantes normales de toutes les répulsions qui agissent au 
point M, intérieur au conducteur S,S,, s’entre-detruisent pour l'équi- 
libre. Sans entrer dans des explications inutiles, nous voyons que Îles 
diverses parties du système donnent, suivant la normale intérieure x, 
les composantes suivantes : 


. 


Le cercle C,.............. + 27, 
Le cercle C3.............. — 2T Cas 
’ ? 
e, +e,)cos(r,n) a, 
Le reste du conducteur.... -{ (it 65) 0080") as ; 
s 
cos(r;,n 
Les masses inductrices .... — NZ ur 
é 


1 
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D'où léquation d'équilibre 


(59) ane — e) = [a +e,) cos(r, n) dS! + (7 cos (ris n) 
Js r ri 

Cette équation, dont tout le second membre est connu en vertu des 
hypothèses, determine la différence cherchée e, — e,. Le probleme 
s'achève donc par une quadrature double. ° 

En faisant e,= o, on retrouve l'équation fonctionnelle qui carac-- 
térise les conducteurs fermés. 

Voici les conséquences les plus immédiates de la formule (59) : 

1° Elle donne une limite supérieure de l’ordre d’infinitude de la 
densité sur les bords. En effet la difference e, — e, doit être finie, au 
moins à une certaine distance du contour. Pour qu’il en soit ainsi, il 
est aisé de voir que la condition suivante doit être remplie : soient M, 
M’, M, trois points du conducteur situés, le premier à distance finie 
du bord, le second à distance infiniment petite du bord, le troisième 
sur le bord même au pied de la perpendiculaire abaissée du second 
sur le contour; si l’on pose MM'= 7, MM,—7,, M'M, = à, la somme 
e,+e,, infiniment grande en M’, doit être d’un ordre inférieur à celui 
> c’est-à-dire à celui de + On en conclut facilement que la 
charge ne peut s’accumuler en quantité finie sur le contour, bien que 
la densité y soit infinie. Tous les exemples connus prouvent que, près 





de 


des bords, Ta densité est du même ordre que —: 
vo 


2° Si le conducteur est convexe et soustrait à toute influence, la 
densité électrique est plus forte en tout point de la face externe qu’au 
point correspondant de la face interne; car, en vertu de la convexité 
supposée, tous les éléments qui entrent dans l'intégrale de la for- 
mule (59) sont positifs. De la résulte que la charge externe est plus 
grande que la charge interne. 


II. — Répartition de la charge entre les deux faces. 


Cette dernière propriété appartient à un grand nombre de conduc- 
leurs non convexes. Imaginons une surface ouverte S, limitée par un 
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contour fermé K. Soit w l’angle solide sous lequel on voit le contour K 
d’un point quelconque de l’espace. Concevons la surface limitée lieu 
des points w = at et la surface illimitée lieu des points w = o, qui se 
raccordent le long de K, et supposons que S ne coupe ni l’une ni 
l'autre de ces surfaces. | 

La surface conductrice S peut être regardée comme la limite d’un 
conducteur extrêmement mince, dont la face extérieure S, et la face 
intérieure S, se coupent suivant l’arete saillante K. Soient p = eds, 
u’=e'dS deux éléments électriques correspondants de S, et de S,. 
D'après un théorème de Gauss, les sommes des composantes normales 
des répulsions exercées sur S par ces deux éléments ont respective- 
ment pour valeurs pw et — 1(47 — w). Quant aux éléments situés 
sur l’arête vive, dont l’action serait facile à évaluer, il est inutile de 
s’en préoccuper, car nous venons de montrer que leur totalité ne re- 
présente pas une quantité finie d'électricité. En exprimant que les 
composantes normales des répulsions exercées sur la surface S, inté- 
rieure au conducteur mince, par toute l'électricité répandue sur les 
faces S,, S, ont une somme égale ao, ona 


(60) au = Spero). 


Désignons par m la charge externe, par m’ la charge interne, par M 
la charge totale, par w, le maximum et par w, le minimum de w. L'é- 
galité (60) donne lieu aux deux inégalités 


(61) mo,> m'(4n — @,), Mod,<cm' (4m — ws), 
d’où 
, Ay m! 
6 Ste _ 
(02) in M 2 


Il en résulte m > m’. On reconnait aisément que cette conclusion 
s'applique a fortiori à tout conducteur S qui couperait la surface w = 0, 
sans couper la surface w = 27. 

Comme première application des formules précédentes, proposons- 


nous de déterminer deux limites inférieure et supérieure du rapport - Ar 


pour une calotte conductrice résultant de la section d’un ellipsoide de 


S.38 G. ROBIN. 


révolution allongé par le plan d'un parallèle. Soient « l’angle du plan 
de base avec le plan tangent tout le long du contour, 6 le demi-angle 
au sommet du cône de révolution sous lequel le contour est vu du 
sommet de la calotte. Les angles solides correspondants sont 2« et 
27(1— cosß). Des considérations géométriques assez simples montrent 
que ce sont là le maximum et le minimum désignés par w, et w,. La 
formule (62) donne alors 

1—cos3 m' 


(63) —_ <y< 


a 

— 

Comme deuxieme application, cherchons 4 construire, sur un con- 
m’ 
M 
ait une valeur donnée A, plus petite que 2. L’équation (60) montre 
qu'il suffit de prendre pour S le lieu des points d'où l'on voit le con- 
tour K sous l’angle constant 4A. En particulier, si l’on veut que la 
charge interne soit égale à la charge externe, l'angle en question sera 
égal a 27. 

Si sur le contour K on construit, en dessus, la surface © — 47 et, en 
dessous, la surface complémentaire w = 27 — AzA, ces deux surfaces 
se raccordent; et, si l’on appelle m” la charge répandue sur la seconde, 
le charge totale conservant la même valeur M que précédemment, on 
trouve, en exprimant que la somme des composantes normales des ré- 


pulsions électriques est nulle sur toute surface intérieure au conduc- 
teur fermé et s'appuyant sur le contour K, 


tour donné K, une surface conductrice S pour laquelle le rapport 


9. 1? ° mi! 
d’où l’on conclut, puisque i= À, 
(64) m' = —. 


Si donc on supprime le segment inférieur et qu’on restitue la charge 
de ce segment au segment supérieur, cette charge se partage en deux 
parties égales entre les deux faces du segment conservé. 

Cette propriété appartient à toute surface fermée percée de très pe- 
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tites ouvertures de forme quelconque et en nombre quelconque p. Sup- 
posons d’abord la surface intacte. En appelant m; la charge portée par 
la ä®e calotte, non encore supprimée, w, l’angle sous lequel on voit 
cette calotte d’un point quelconque de la surface portant la charge u, 
on trouve, par des considérations analogues à celles dont nous venons 
de faire usage, 


(65) YS por nS mi 


1 1 


Supprimons maintenant toutes les calottes et conservons la même 
charge totale : élément électrique, qui était x en un point extérieur, 
devient u(1+ ¢); à l'intérieur, de o il devient y’, et l’on aura 


P P 


XS (B+ po ŸQ p (4m — wi) 


1 


p p p 
VG wore oe Ym — Step + won 
i 1 i 


On doit admettre que eg et w’ sont du même ordre de grandeur 
(pour la sphère, comme nous le verrons, on a eu = — pw); il en ré- 
sulte, w, étant infiniment petit, que dans l'équation précédente le 
second terme du deuxième membre est négligeable vis-à-vis du pre- 
mier : 


(66) IN por in mi 


La comparaison entre (65) et (66) donne 


p p 
‚41 . 
(67) Y m= Ey mi C. Q. F. D. 
1 1 


Les principes que nous établirons plus tard permettent d’aftirmer 
que la distribution électrique sur une surface percée d'ouvertures très 
petites en nombre quelconque résulte de la superposition des distri- 


ou 
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butions sur cette même surface percée d’une ouverture seulement : on 
a donc séparément m,= $m,. 

On peut vérifier ce résultat, par un calcul direct, sur une sphere 
percée d’une petite ouverture circulaire, en prenant pour point de 
départ l'expression de la densité électrique sur la calotte sphérique 
donnée par sir W. Thomson ('). On reconnaitra de plus que la charge 
intérieure se concentre presque tout entiere sur les bords de la petite 
ouverture, de sorte que le plan d’épreuve, introduit à l’intérieur de 
la sphere creuse, ne révélera aucune trace d’électricité. 


III. — Conducteurs ouverts de forme sphérique. Disques plans. 


a 


Revenons à l’équation fondamentale (59) et appliquons-la à un 
conducteur formé par une portion de surface sphérique limitée par 
un ou plusieurs contours de forme quelconque. Nous nous dispense- 
rons de développer les calculs, parce qu'ils sont de tout point sem- 
blables à ceux que nous avons effectués dans la première Partie 
(Chap. I, § IL) pour déterminer l'influence d’un point électrisé sur une 
sphère complète. 

Soient V le potentiel du conducteur ouvert; / le diamètre de la 
sphère dont il fait partie; en le supposant soustrait à toute influence, 
on trouve 
7 
(68) €, — = Ar 

Donc, sur un conducteur sphérique isolé, la densité électrique en 
un point quelconque de la face externe surpasse la densité au point 
opposé de la face interne d’une quantité constante. 

Cette propriété subsiste pour un nombre quelconque de conduc- 
teurs ouverts appartenant géométriquement à la même sphère: il 
suffit, dans la formule (68), de remplacer V par la somme ZV de 
leurs potentiels : on voit que l’excès e, — e, est le même pour tous les 
conducteurs, quels que soient leurs potentiels respectifs. 

Considérons maintenant un conducteur sphérique soumis à l'in- 


(1) Reprint, p. 185; 1872. . 
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fluence d'un point électrisé de charge g,, dont la puissance par rap- 
port à la sphère de diamètre f sera désignée par p,. L’équation (59) 
donne 





(69) Vv WP: . 


AA oof 27 fr? 

L'excès e, — e, est égal à la densité de la distribution qui serait 
induite par le point électrisé sur la sphère complète, supposée au 
méme potentiel que le conducteur ouvert. Si le point électrisé est 
situé sur la portion de la sphere laissée vide par le conducteur et que 
ce conducteur communique avec le sol (V=o), la densité est la 
même aux points en regard des deux faces. S'il y a en présence plu- 
sieurs conducteurs appartenant a la même sphere, il suffira, dans la 
formule (69), de remplacer V par XV. | 

Du cas d'un conducteur sphérique on passe à celui d’un disque 


plan en faisant f= x, p, — , lim 7 =h,, h, désignant la distance 


du point électrisé au plan du disque. On obtient ainsi 


(70) "Cr — & = — 


III. — Influence de masses fixes sur les conducteurs ouverts. Réduction 
du probléme de la distribution électrique. 


Nous avons signalé dans I'Introduction la difficulté presque tou- 
jours insurmontable du probleme complet de l'équilibre électrique 
d’un conducteur, problème qui consiste à déterminer la distribution 
de l'électricité pour toutes les positions possibles des masses induc- 
trices. La difficulté dont nous parlons peut être notablement réduite 
dans le cas très étendu que voici. 

Le conducteur ouvert S est un fragment d’une surface conductrice 
fermée ©, pour laquelle le probleme de la distribution électrique a 
été, par hypothèse, résolu complétement. Il s’agit de déterminer l'in- 
fluence sur S d’une masse électrique occupant dans l’espace une posi- 
tion quelconque. Nous allons montrer que cette influence peut être 
calculée au moyen d’une quadrature, quand on connaît seulement 
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l'action sur le conducteur S d’un point courant du fragment S’ com- 
plémentaire de S(S + S’= 2). 

Soit en effet e la densité connue de la distribution induite par les 
‘masses données en un point M de la surface fermée Z, supposée au 
potentiel V. Prenons ce point M sur la région S’. On connait par hy- 
pothese la distribution induite par l'élément électrique — e dS’ sur le 
conducteur S, supposé au potentiel zéro. En vertu du principe de la 
superposition des influences, on peut en conclure, par intégration, 


la distribution e appelée sur S par la charge totale — fe dS’ du frag- 
S’ 


ment complémentaire S’. Répandons maintenant sur toute la surface & 
une charge de densité + e. La region S’ est ramenée à l’état neutre, et 
le conducteur S se trouve en équilibre électrique, avec la densité e +e 
et le potentiel V, sous l’action de la masse donnée. Il ne reste plus 
qu’à répartir la couche e + ¢ entre les deux faces, conformément à la 
formule (59). 

S'il n’y a pas de masse inductrice, la méthode indiquée donne la 
distribution électrique de potentiel V en équilibre d'elle-même sur le 
conducteur S. 

Comparons maintenant la valeur des densités électriques au même 
point du conducteur complet 2 et du conducteur ouvert S, pour un 
mème potentiel V. Sur & la densité est €, sur S, e+: elle est plus 
forte sur S que sur 2. 

L’inverse a lieu pour les charges: 


Charge de 3......... [ eds = [edd + (cas, 
UN es S 

Charge de S.......... (e+e)dS = | edS+ fe as. 
S Ss “Ss 


Or la charge [ eds, induite sur S par la charge — fe dS’ répandue 
os Ss’ 

sur S’, est plus petite que cette dernière en valeur absolue. Si donc on 

détache un fragment d’une surface conductrice fermée et qu’on main- 

tienne le fragment conservé au mème potentiel, la charge se trouve 


diminuée. 
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CHAPITRE II. 


SURFACES CONDUCTRICES A CONTOUR MULTIPLE. 


I. — Réduction au cas des conducteurs à contour simple. 


Nous arrivons à la réduction importante dont il a été parlé dans 
Introduction, et qui ramène l'équilibre électrique des surfaces con- 
-ductrices à contour multiple à celui des surfaces à contour simple. 
Pour abréger, nous appellerons cabotte toute surface ouverte à contour 
simple, sone toute surface ouverte 4 double contour, que les bords 
soient des lignes planes ou gauches. 

Je rappelle qu'un point électrisé induit sur un conducteur au poten- 
tiel zéro une distribution dont la densité a partout le même signe; ce 
signe est contraire à celui de la charge du point. Ceci nous permettra, 
dans ce qui va suivre, de mettre en évidence le signe des densités 
Dorénavant, quand nous parlerons de l'influence d’un point électrisé 
sur un conducteur, il sera sous-entendu que ce conducteur est au 
potentiel zéro. 

Considérons une surface fermée & divisée en trois parties : deux 
calottes C et C’ et une zone B. Nous pouvons, d’ailleurs, concevoir 
d’autres divisions de la surface 2; supposons-la doublement connexe, 
ayant la forme d’un tore. Coupons-la par deux plans, dont l’un détache 
une calotte C, l’autre un tube courbé à double contour C’; la partie 
restante B est une surface tronquée à triple contour. Les raisonne- 
ments subséquents s'appliquent aux fragments C, C’, B, tels qu'ils 
viennent d'être définis. 

Supposons que l’on connaisse : 1° la distribution électrique sur la 
surface 2, soustraite à toute influence; 2° l'influence sur la calotte B+ C 
d'un point électrisé occupant successivement toutes les positions pos- 
sibles sur la calotte C’ complémentaire de B +C; 3° l'influence sur 
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B + C d’un point courant de C. De ces données on peut, comme on va 
voir, conclure la distribution électrique en équilibre d'elle-même sur 
la zone B. 

Soit e la densité électrique (') en un point de & pour un potentiel 
égal à V. Répandons sur C et C’ une couche de densité —e. La 
couche — e répandue sur C’ induit sur B + C une couche dont nous 
désignerons la densité par 8, en un point de B, et par y, en un point 
de C. La couche répandue sur C appelle sur B + C’ une distribution de 
densité B, en un point de B, y, en un point de C’. Par hypothèse, on 
sait calculer, et cela au moyen d’une intégration, ß,, y,, 8, y,- Distri- 
buons enfin sur & une couche de densité + e. La superposition de ces 
divers états d'équilibre donne le résultat suivant : la zone B est en 
équilibre électrique, avec la densité e -+ 8, + ß et le potentiel V, sous 
l’influence des couches y, et y, répandues sur C et sur C’. 

Une couche de densité — y, répandue sur C induirait sur B + C une 
distribution B,, y,; une couche — y, répandue sur C induirait sur 
B + C’ une distribution ß,, y,, que l’on sait calculer. Superposons ces 
nouveaux équilibres au précédent : la zone B est alors en équilibre élec- 
trique, avec la densité e+ 3, + Ê, +3, + 8, et le potentiel V, sous 
l'influence des couches y, et Y, répandues respectivement sur C et 
sur C. 

Continuons de cette manière indéfiniment. Les couches qui, après 
la nieme opération, restent sur C et sur C’ ont des densités y,, y, qui 
tendent vers zero, comme nous l’allons prouver. 

En vertu d'une propriété bien connue, la charge — C,_, qui réside 
sur C apres la r — 1% superposition induit sur B-+C une charge 
totale B, + C, plus petite que C,_,. On a, par suite, les deux séries 
d’inegalites 

B,+C<C:, B + C' < Cy, 
B, + C: < C;, B,+C,<C;, 





(1) Ou plutôt la somme des densités en deux points opposés des deux faces externe et 
interne du conducteur. C'est en ce sens qu'il faut entendre le mot densité dans tout ce qui 
va suivre. 
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que l'on peut écrire 


B,+C,<C;, B,+C€,<¢,, 
B,+C,< C,, B,+C€,<(, 


B, + C, < Ca-1 B, + C, <= Chi 


‘ 


On en déduit d'abord, en supposant 7 pair pour fixer les idées, 


C,>C,>C,>...> Cry 
C>C,>Cy>...>C); 


d'où l’on conclut que les differences C, —- C,, C, — C, sont positives et 
finies. On en déduit ensuite, par voie d’addition, 


(71) B,+ B,+B,+ B,+...+B,+B,<€,—C,+¢C,—C,, 
ce qui montre que la série (Ba + B,) est convergente. Il en est de 
1 


même a fortiort des deux séries SB, et YB, Donc B, et B, tendent 
° i i 


vers zero. 

Remarquons maintenant que la charge — C,_, induit sur l’ensemble 
de la zone B et de la calotte C la charge totale B, + C,. 

Si C, ne tendait pas vers zéro, le conducteur continu B + C serait en 
équilibre électrique avec une charge différente de zéro sur la région C 
et une charge nulle sur la région B, ce qui est impossible (*). 

Ce qui est vrai des charges l’est évidemment des densités : y, et, 


tendent vers zéro ; les series) Bn et) B, sont convergentes. 
A i 


On peut observer en passant que, si dans l’inegalite (71) on fait 
n = et qu’on ajoute aux deux membres B,, charge de la zone corres- 





(1) Car le potontiel, nul sur le conducteur B +C (où il est maximum), est négatif en 
dehors. En passant par la région B, supposéo sans charge aucuno, il se continuerait sans 
discontinuité pour aucune do ses dérivées. Dès lors, si d'un point de B comme centre on 
décrit une petite sphère, la valeur du potentiel au centre, moyenne entre les valeurs aux 
divers points de la surface sphérique, serait négative. 


S.46 Ä G. ROBIN. 
pondant à la distribution de densité e, on aura 
(72) B, + B,+ B, + B,+ BY +...< Bo+€,+ C,, 


c'est-à-dire que, pour un même potentiel V, la charge de la zone B est 
inférieure à celle de la surface fermée 2 dont cette zone a été détachée 
(théorème déjà démontré). 

De ce qui précède nous concluons que la zone B est d’elle-même en 
équilibre électrique, au potentiel V, avec la densité 


(73) e+8,+6,+8.+ 6,+-.-.-+ Brat B,+.-.. 


Il ne reste plus qu’a répartir la distribution trouvée entre les deux 
faces de la zone. Il sera bon de faire ce départ pour les couches succes- 
sives que représentent les termes de la série (73). 

On peut, d’après les mêmes principes, déterminer l'influence sur la 
zone B d'un point électrisé de charge g situé sur l’une des calottes Cou 
C’, sur C’ par exemple. Ce point appelle sur B+ C une distribution 
de densité — b,, —c,. La couche 6, répandue sur C induirait sur 
B + C’ une couche de densité — b,, — c,. La couche 6, répandue sur 
C’ induirait sur B + C une couche de densité — b,, — c,, et ainsi de 
suite. Un raisonnement calqué sur celui du cas précédent prouverait 
que la zone B est en équilibre électrique, au potentiel zéro, avec la 


densité 
— (b+b0,+b+b,+...), 


sous l’influence de la charge g concentrée au point considéré de la ca- 
lotte C’. 

Si maintenant on connaît l’influence sur la surface fermée & d’un 
point électrisé situé d’une manière quelconque dans l’espace, on pourra, 
du résultat qui précède et d’un théorème démontré précédemment 
(Chap. I, § HI), déduire l'influence du même point sur la zone B. Le 
problème complet de la distribution électrique sera résolu pour cette 
zone. 

Considérons enfin une surface conductrice B à rn contours; elle re- 
sulte d’une surface fermée > par l’ablation de 7 calottes C, C’, C’, ..., 
C”=", Supposons que l'on connaisse : 1° la distribution électrique en 
équilibre sur = ; 2° l'influence d’un point quelconque de l’une des ca- 
lottes C, C’, C”, ..., C”-", sur le conducteur obtenu en détachant de = 


—- 
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cette seule calotte; on pourra résoudre le probleme de l’equilibre elec- 
trique du conducteur 47 contours B. Il n’y a pas lieu d’insister sur 
cette facile généralisation. 

Ainsi s'opère la réduction que nous avions en vue. Un contour de 
plus dans la surface du conducteur amène deux séries infinies de qua- 
dratures à effectuer. On conçoit alors combien la solution du problème 
de la distribution de l’electricite sur une zone sphérique doit être com- 
pliquée, comparée à la solution si simple que sir W. Thomson a donnée 
du même problème pour la calotte sphérique. Dans le passage de la ca- 
lotte à la zone, les difficultés se multiplient dans la même mesure que 
lorsqu'on passe d’une sphère unique à deux sphères électrisées. 

Nous avons vu que, pour un conducteur sphérique de diamètre f au 
potentiel V, la différence entre les densités externe et interue est con- 


. V . , . . 
stante et égale à anf il en résulte les expressions suivantes de ces 


densités : 


V ! . 
D ité à j eee À ~ j 
ensité extérieure TT +, D (3n + Da) 
1 


en . I , 
Densité intérieure ... D) (Ba +3). 
1 


Sir W. Thomson a déterminé l'influence sur une calotte sphérique 
d’un point électrisé situé sur la calotte complémentaire. On peut donc 
aborder le problème de la distribution électrique sur une sphère percée 
d'ouvertures circulaires en nombre quelconque, et en particulier sur 
une zone proprement dite. 





CHAPITRE III. 


DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE SUR UNE ZONE SPHERIQUE. 


I. — Formules de résolution. 


Coupons la figure par un plan méridien. La base supérieure de la 
zone a pour trace sur ce plan la corde AA et la base inférieure la corde 
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BB’. Soient C, C’ les pôles supérieur et inférieur des deux cercles de 
base. La zone AA’B’B est obtenue en détachant de la sphère les deux 
calottes CAB, C’A’B’. Soient P un point de la zone, Q un point de la 
premiere calotte, Q’ un point de la seconde. Posons 


CA — a CA'— a’ CP — 7: 
’ ’ ’ C — 4, C ı— i CC! —f. 
C'A ==: a, C'A'— a’, cp = r, Q 1 Q q I 


Pour appliquer la théorie qui vient d’être exposée, il faut connaitre 
la densité de la distribution appelée par un élément électrique situé au 
point Q de la calotte CAB sur la calotte complémentaire C’ AB, sup- 
posée au potentiel zéro. 

Si l’on appelle J l’angle des deux plans méridiens CPC’, CQC’, l’élé- 
ment de surface au point Q a pour expression gdq dy. La densité de la 
distribution induite par la charge élémentaire hg dq d'} est la même sur 
les deux faces de la calotte CAB, en un point quelconque P; elle a pour 
expression (si on la double, afin d’ajouter les charges des deux faces) 


’ ı /@—_P hqdq dy 
On). AV ma = 
T QP 


(voir THouson, Reprint, p. 183; 1872). Si l'on remplace QP par sa va- 
leur en fonction de r, g, Ÿ et qu’on intègre par rapport à Ÿ de o à 27, 
on aura la densité induite au point P par une charge uniforme répan- 
due sur tout le parallèle Q, savoir | 


ln3 — n3 
(55) At NR ag), 


Cela posé, une couche de densité y„ répandue sur la calotte CAB 
induira au point P de la calotte C’AB la densité 


a ‘a — gt 
(76) Sinai = f im . \ 1 d(q°), 


nr ır _a: li — 4? 
Jo “Na a ] 





et au point Q’ de la même calotte, une densité que l’on trouve facile- 
ment égale à 


m 1 ag 
(77) me = | fm = \ ! q’? d(q*). 


I re \ a? _ q'° J’ _ qF — 





be — 
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Posons, pour simplifier, 


(ama, egos, I — ad =), 
(78) a, adt?—qt=a2',  rt—ab=y', 
9 + 
d'où 
r—gméar+y, a? — Gg I+ A, 
rit. q=x +)", a —q=i+r, 
P—g — 4 =i+r+ x". 


On aura, pour résoudre le problème, les formules 


' __ ” Ym i! Ver a In I fx dr 
(79) Bus: =f Es Vy Y+x dz, Bn+1 = — 777 a AT 
0 x 0 

















1 lx ty, I Ly" 
(80) Ym+4 =(% +" __ dx, Yın+ı — Yl 5 


Te Vire ri I+ ota! 


auxquelles ıl faut adjoindre celles-ci 


» _ V 
(81) YoYo l= anf 


Les limites des quantités x, x’, y, y’ sont données par le Tableau : 


< < y < 
(82) tie peer 
= „#5 =f =". 
Dans ce qui suit, nous supposerons «& et «’ plus petits que l'unité, 
NS la zone plus grande que l’une et l’autre des calottes CAB, 
AB’. A cette condition, les développements en série auxquels nous 
sllons parvenir seront convergents. 


II. — Calcul de ;,,,.. 


Le problème consiste à déterminer ß,, et B,,; mais il convient d'abord 
de chercher la forme des inconnues auxiliaires y,,, Yn) qui ne devien- 
nent jamais infinies. Nous allons voir que ces inconnues sont dévelop- 
pables en séries triples ordonnées suivant les puissances entières de x 


(ou x’), ya, Va’. Ces trois quantités sont plus petites que ı : si nous 
Aun, de L'Éc. Normale. 3° Serie. Tome IM. S.7 
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appelons ordre d'un terme la somme des exposants de x, a, a’ dans ce 
terme, nous reconnaitrons que le premier terme de y,, est de l’ordre 


m+ —; c'est, a un facteur numérique pres, 





m ev m m 
a? a! V a: a’? si m est pair 
(83) An = 
| m—1 m+i m—i m+i | 
x? a? a * a’ 2 sim est impair. 
Posons done 
V—= À= © = © 
/ e à ! Vd we! 
(84) 1m — am Am ®„(v, À, À )x'a"æ”, 


et cherchons si y,,,, est susceptible d'une expression de la même forme 


Ina = Seni À 3 ÿ À du (242s Mam aa, 
v=0 À=0 A= 
m fm, m 
Ta arg? si m est pair, 
met met / mei mei 
2 Ve 2 oa’ ? sim est impair. 
Il s'agit de déterminer le coefficient numérique ®;,,, en fonction 


de ,,. On peut remarquer qu’en vertu de la symétrie entre a et a’ on 
a l'égalité 


(85) 











(86) Ame = Anayz JE 


(87) D (v, A, 2") = Bi, (v, À, à). 


Notre analyse montrera que ®,,(v, A, A’) est une fonction rationnelle 
des arguments entiers v, A, A’. 
Pour calculer Ÿ’ revenons à la formule 


m+ 4 


7 
80 m+ Im i dx. 
0) mes -[ TR Vitr(i+z+z) * 


Si l'on développe = suivant les puissances crois- 





I 
I+ c+ 2’ el re 
santes de x’, le terme de degrei —1 dans le premier développement 
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et le terme de degré v — ı + 1 dans le second seront respectivement 
a ( pt 13.126 2) #1] gr! 


(88) CT 2...(v—i+i) goat 


1.3...[a(v—z)+1] 
2...(%—i+1) 


(Bd) — —— = (x D cé LOT (hr), 


Vi+z'(i+z+zr) = 2 .(v—i-+ 4) gy itt 3 


Ona donc, en convenant que = I pourt =v-+t, 


i=zi 


et pour toutes les valeurs de x’, qui, d'après les hypothèses, sont com- 
prises entre o et ı, cette serie est absolument convergente, comme les 
deux series dont elle est le produit. 


La substitution de la série (89) dans expression (80) donne 


+ _ -i 
(90) jm= D 1)" x fe Im ys 0 PNEU DES vee am Ved 


En développant (1 + x)~‘, on obtient une série absolument conver- 
genle entre x =o et æ =1, et dont le terme de degré J est 


y LEED +, 


1.2.../ 
Si donc on pose 
i=V+I 
ae EH)... (+ —1) 1.3...[2(v— 5) +1] (- 1) 
(91) Yu) = D 1.2...J 1.2...(V—i+I) 27 mi 


izi 


i(d+ 1) iIHj—ı 
en convenant que, pourj= 0, Cece yen) = 1, on aura 


(92) Za Xan) 71 te Sac) Nae 


Nous avons supposé y,, exprimable par une série triple de la forme 


[4 id 4 e Vv 
(84). Cette série se réduit, pour Y,, au seul terme constant ¢ = oy a 
en vertu de la condition (81). Les transformations que nous allons 
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faire subir au second membre de l'expression (42) amèneront alors 
pour y, une série absolument convergente, comme on pourra s'en con- 
vaincre en suivant les opérations une à une. Il en sera de mème pour 
vi; la série y, étant absolument convergente, les mêmes transforma- 
tions donneront pour y, une série absolument convergente, et ainsi de 


suite. 
Prenons dans v, le terme An D, (2, L, l'\xata"!", et dans l’expres- 


sion de +,,,, "mettons en évidence sous le signe f le terme 


eat Am Dur, 0) Y vf) ered ale". 


en 
Faisons r +j = &, d’où 
n=h—J (J =0,1,2,...,4)5 


le terme en ca!" sera 





e . 
mi Am 40 lly, k)yakala’, 
si l'on pose 
J=k- 
(93) ACL d, l’, k) =) ®,(k — J; I, l’) b(v,7). 
j-=0 


L'intégration donne 


x 
f A Any 40, kr al all x dx 
0 T 
= AnVa = 20 Ly ll k)ak+tæt gr, 
Faisons / =’, k+/=3, d'où 
l=i—k (A =0,1,...,A)3 


le terme en x x”? sera 


k=2 
e 2 , . 
TE | Anaya D 2k+3 re 3 (7; À — k, À ) A) xh a's 
k=0 


(96) 


qui donne © (0,0,0)=1. On voit alors que ® 
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et si l'on pose . 


Anava = Auris 


14 ( a | 
(94) PONEY LCR A), 





5 ’ __ © J ’ x IN re Du Od 
(go) Ym+i — int Anes Ÿ Dur (>, À, À xr ‚Aa A. 


=-0 À=0 X=0 


Si, dans la ormule (94), on remplace les symboles Ÿ et y par leurs 
valeurs (91) et (93), on aura 


Dur: (v, A, A’) 


Niki: 
— (1) à '®,(k—/, AR) EH). (ti) 13.260 HH), 
=(—!) D 2kK +3 1.2.../ 1.2...(v—€+1) 37 


Comme +, se réduit à la constante e, il en résulte D,(v, À, A) =o 
pour toutes les valeurs des arguments, sauf pour le systèmey—À=1\=0, 
ani (¥s A, A’) est une 


m+ 


fonction rationnelle des arguments entiers v, A, X. 


III. — Calcul de 5,,.. 


Arrivons enfin au calcul de 


) 3 le Na 
(79 m+1 = f a= . ‚ar. 
, TVrr+a 





Dans le développement de y,,, prenons le terme 


e 


VF 
—m Am®Omn(n,l, U)ctalal!, 
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et effectuons la division 


5 — a"! — ron — + wee +(— 1+! y+ en—v—3 L wee 


(97) | ‚n 
| 








+ t+ (— 18 


Il y aura dans l’expression de B,,,, trois sortes de termes de nature ana- 
~ de a! , 





. np: . ». : n_J" 
lytique différente, suivant qu'ils proviendront de (—1 )"—— 
de ( _ I, 


1° Termes qui proviennent de (— 1)" ——. — L'intégration donne 


C+ y 


A Am(—1)"y¥" Om m VE 
2 À nam ot gl n (4/2 2 2), 
= Zn Am ( 1) Yue ®„(n, ,t) (v: arc tang = 


Le terme en arc tangy/2 fournit à ß,,,, la série triple 


vo À1= © À'= © 


(98) — TEE fa am aretans 4/5 Ÿ 2 S (= On (42, 2!) a JR 


=0 }'=0 


a 4 ® 
Quant aux termes en VE nous les séparerons, pour en tenir compte 


tout à l'heure, en deux catégories, dont la première comprendra les 
termes correspondant à 2 = 0, savoir 


(99) rs An Om (0, A, 2 lah x Ve 


et la seconde les termes correspondant à toutes les valeurs v + 1 de n 
autres que Zéro, savoir 


(100) ei: Anl) Hr rd 2 Oa ly 4 h—1,2 WE 
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2° Termes qui proviennent de x"-'. — On trouve en intégrant 


€ Am * 
rm Ty mi I, Pyatat [ gr Vx dx 


e [0 4 2 r 


Aux termes de cette nature il faut réunir le terme (99) correspon- 
dant 4 nm = 0. Si l’on pse’=X,n+/!=X\,doü 


[=i—n (n=0,1,2,...,A), 
et 
n=\ 
IN 2 — ! 
(101) Fn (2) = Ÿ du (n, À n, À), 
n=0 


on trouvera dans B,,,, la serie double 


Ate \=o 
(102) mi Am = D SF, À!) où x}. 
J 
A=0 }'=0 


3° Termes qu proviennent de (— ı)Y*' y’*'x=""""*. — L'intégration 
donne 


a 
ari Am (— 1)¥+! y¥ Vy ®,, (2, l, Paar | re /z dx 
0 


e y 2 , our 
— S| An ve ——— p,,(n, l, l )yYaltr var. 


a a(ln—v)—ı 


Aux termes de cette nature il faut réunir le terme (100) correspon- 
n 


dant à rn =v<+1 (le quotient 





x 1 V+ 
ne peut fournir un terme en y 
ty 
qu’à partir den =v + 2). Sil’onpose’=X,I+-n—v=X, d'où 
n=A+vy—l (l=0,1,2,...,A—1), 
el 


L=À—1 

! 29, At+y—44,2 
(103) Win (yy ay À) = > pet ee, 
=0 
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on aura dans ß,,,, la serie 


m+i 


v= as À = © 


(104) AVES D DALCEL a’) y” a à x, 


v=0 A=0 %=0 


IV. — Solution par les séries multiples. 


En réunissant les termes de nature diverse qui viennent d’être cal- 





culés (98), (102), (104), et en remplaçant e par sa valeur aay On 
trouve finalement 
A=e V=e ; 
y: 2 Ÿ Fn(2y 2) ada 
=0 À'=0 


_Yze Ame VS æ 


(103) Sina = soap Au +are tangy / D D Do ®,,(v, 4, A’) ao! ox 


V=0 A=0 }'=0 


v=® )=e ) = 


+2 2 à DR 2)" ath ae! 


Vo 


u .- 


où les symboles A,,, D, F,, Yu ont des significations données par les 
formules (83), (96), (101), (103), que nous reproduisons : 











| a? a? Var alt si m est pair, 
8 Ay — ¢ _— 
3) A mi m+1 nm — 1 m +1 ° 
| ar a’ % a ? «a ? sim est impair, 
(101) EF, (4 = N 2e (n,.—n,)) 
m ? Qn+I m 9% ? > 
, n =0 
(=)—-1 
| ETC 
(103) Win (vy, A, 2‘) = (—1) D a(h— 0 EST ) 
i=0 


EP EEE 
2K +3 1.2.../ 


(96°) 6,042 )=(—" À Ÿ Ÿ | 5 1.3... [2(¥—t) +1] (—1)/ 


K=0O j=0 t=1 . - 
! Q2...(v—E+1) ai 


(106) MEN, Po(%42,2') = 0,  d(0,0,0)=1. 





> 
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Les expressions de F,,, ’,,, D, montrent que ces coefficients pure- 
ment numériques sont des fonctions ralionnelles des arguments entiers 
qui v figurent. La valeur de A, montre que l'ordre de petitesse des 
fonctions 3, 8’ va chaque fois en croissant d’une unité et demie. 

Reportons-nous maintenant aux expressions des densités 


on pen V A 
Densité extérieure..... TT D) (Bu + Bu) 
1 
pet ges i 
Densité intérieure..... D (Dim + Den) 
1 


De la résulte pour la densité intérieure e, l'expression 


. 4 mr 
le. | s, ( PER I: LS, (a 1g? + Jaretanzy/Z+8, (x?, 2° »") = 
(10s) 27 / 


- 5 fy. 
+8, (2: „a ri) = 3, (ai, 27%, ») arc tang = +5 (22,03, ¥ IV: 


où les symboles S,, S,, S, désignent des series entières par rapport à 
leurs arguments V2 wa ‚y ou y. Dans ces séries, les coefficients nu- 
mériques des termes des différents ordres s’obliennent par un nombre 
limité d'opérations rationnelles faites sur le nombre incommensurable +. 


Voici les caleuls de ces séries exécutés jusqu’aux termes du quatrième 
ordre inelusivement : 




















tC) > + .. ory 4 . 
Co, at) 1 + gt at... Tap gtx? — a’ 
IT IT Ir OT Ir 
h 3 BY 3 « 3 5 
I I ) YO a 2% + 43 
+ Wan a ara. - at, 
Ji el IT” 19 77 
in ( ı 1 3 3 » 3 3 4, 3 3 7 
2 Q a > ' 2 » a 
(108) { Sax °, x”, = 1 ar — 4° — AY — aa? — a 
1 37 ITT 1 Par 
5 = 3 5 3 5 ‘ 4 à 
> J 2 a 2 9 4 
+ gp at et na —— at a ren, 
nn” jn” 27" 197 IT“ 
{ i 3 5 = 3 x 3 4 > 
A 'y J I 7) D > 5 . 
Sa}, 22, ")= au a’ I — aa? + Fg? av = ara” 
; “ Te TS 1327 AT az 
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En faisant « = 0, on retrouve la loi de la distribution électrique sur 
la calotte sphérique 
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C'est, aux notations pres, la formule obtenue par sir W. Thomson 
(Reprint, p. 185; 1872). 
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Sur la distribution de l'électricité à la surface des conducteurs fermés et des conduc - 
teurs ouverts: par M. G. Robin ee So 





ERRATA. 


1 


lire — U. 

EU 
. Pages 8.40 et S {1. Le théorème énoncé sur un système de conducteurs ouverts apparte- 
ji nant géométriquement à la même sphère est inexact; il faut le modifier comme il suit : 
La différence entre les densités externe et interne est la méme pour chaque conducteur 

que s'il était seul avec le potentiel qu'il a dans le sı stème. 

Page S 
I être 





. Page S.9, formule (2), au lieu de — 4 












#4. L'appel de note (1), qui porte sur les mots densité électrique de la ligne {. doit 
apporté au mot densité de la ligne 7. 
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